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Blick Gber die Vorlesung heute

m Organisatorisches
— Ihre Erfahrungen mit dem 6. Ubungsblatt

m Dynamische Felder
— Was ist das (im Gegensatz zu statischen Feldern)
— Standardbibliotheken dazu in Java und in C++
— Ein paar eigene Implementierungsvarianten
— Laufzeitanalyse dieser Varianten

— Ein schones Beispiel wo man Mathematik braucht, um zu
verstehen, warum man es so machen muss und nicht anders

— Ubungsblatt 7: Erweiterung des Codes aus der Vorlesung



Erfahrungen mit dem U5 (HashTable)

m Zusammenfassung / Ausziige Stand 5. Dezember 09:00
— Nur sehr wenige Abgaben

— Warum im Mittel nur 75% gut, wenn doch in der Vorlesung
behauptet wurde, dass diese Klasse ~1-universell ist?



Felder fester GroRe

m ... gibt es sowohl in Java:

int[] numbers = new int[100]; // Array of 100 ints, initializ. to 0.
System.out.printin(numbers[12]); // Prints 0.
String[] strings = new String[10]; // Array of 10 strings.
System.out.printin(strings[7]); // Prints empty string.
strings[8] = "hello";

m ... als auch in C++
int[] numbers = new int[100]; // Pointer to 100 ints, no initializ.
std::cout << numbers[12]; // Prints random number.
string[] strings = new string[10]; // Pointer to 10 strings.
std::cout << strings[7]; // Prints empty string.
strings[8] = "hello";

m GroBe muss bei der Erzeugung festgelegt werden!

— Die bendétigte GroBe ergibt sich aber oft erst im Laufe des Progrs
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Dynamische und Statische Felder

m Der Name "statisch" ist etwas irreftihrend

— Es hat nichts mit dem keyword static in Java oder in
C++ zu tun

— Die Felder sind auch nicht statisch in dem Sinne, dass
der Speicherplatz schon vor der Ausfihrung des
Programmes alloziert wird, im Gegenteil

— Was statisch ist, ist die GroBBe des Feldes

die muss bei der Erzeugung des Feldes explizit
angegeben werden

und kann danach nicht mehr geandert werden

— Von daher ist Feld fester GroBe bzw. fixed-size array ein
besserer Name



Dynamische Felder

® ... kdnnen beliebig vergroBert / verkleinert werden
— In Java haben wir daflir bisher immer ArrayList benutzt

ArrayList<String> words = new ArrayList<String>();
words.add("hello");

words.add("world");

words.add("ohai");
System.out.printin(words.get(0)); // Will print hello.
words.clear(); // Remove all elements.

— In C++ nimmt man daflr std::vector

vector<string> words;
words.push_back("hello");

words.resize(2); // Keep only first 2 elements.
words.clear(); // Remove all elements.



Dynamische Felder — Implementierung

m Das Prinzip ist ganz einfach

— Man hat intern ein fixed-size array
von der GroBe, die man gerade braucht

— Wenn Elemente dazu kommen:
erzeugt man ein neues fixed-size array der benotigten GroRe
und kopiert die Elemente vom alten in das neue Feld

— Wenn Elemente entfernt werden
erzeugt man ein neues fixed-size array der benotigten GroRe
und kopiert die Elemente von alten in das neue Feld

— Das sehen wir uns jetzt an
Vorlesung: nur append (= neues Element anhangen)
Ubungsblatt: append und remove (= letztes El. entfernen)



Version 1: Jedes Mal vergroBern (1/7)

m Einfachste VergroBerungsstrategie
— Wir vergroBern das Feld vor jedem append
— Und machen es immer genauso grof3, wie wir es brauchen



Version 1: Jedes Mal vergroBBern (2/7)

Die Klasse Drumherum

public class DynamicArray {

public DynamicArray() {
this.data = new int[0];
this.nofElements = 0;

¥

public int getCapacity() {
return this.data.length;

}

public void append(int item) {
// ... nachste Folie

¥

private int[] data;
private int nofElements;



Version 1: Jedes Mal vergroBBern (3/7)

Die eigentliche append Methode

public void append(int item) {
// grow the capacity
int newCapacity = this.getCapacity() + 1;
int[] newData = new int[newCapacity];
for (inti = 0; i < nofElements; i++) { newDatali] = data[i]; }
this.data = newData;

// append item
this.data[nofElements]
nofElements++;

item;
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Version 1: Jedes Mal vergroBBern (4/7)

m Hauptpgramm: 100.000 Elemente einfligen

public class DynamicArrayMain {
public static void main(String[ ] args) {
DynamicArray list = new DynamicArray();
long start = System.currentTimeMillis();

// Append 100.000 ints to array.
for(inti=1;i<=100%*1000; ++i) {
list.append(i);
// Take the time after a certain amount of appends.
if (i % 1000 == 0) {
long now = System.currentTimeMillis();
System.out.printin(i + "\t" + (now - start));

¥
¥
¥
¥

11


http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/lang/String.html
http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/lang/System.html
http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/lang/System.html
http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/lang/System.html

Version 1: Jedes Mal vergroBBern (5/7)

14000 | |

| | |
"runtimes1.txt" +

12000 | i
10000 |- o _
8000 | o _
6000 |- e _
4000 |

2000 | T _

RE
0 ::%:**M | | | | | | |

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 10000

m Die Laufzeitkurze zeigt quadratisches Verhalten,
warum?



Version 1: Jedes Mal vergroBBern (6/7)

0(1)
O(1+1)
O(1+2)
O(1+3)
O(1+4)

O(1+5)

1 Element reinschreiben

1 Element reinschreiben und 1 kopieren
1 Element reinschreiben und 2 kopieren
1 Element reinschreiben und 3 kopieren
1 Element reinschreiben und 4 kopieren

1 Element reinschreiben und 5 kopieren
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Version 1: Jedes Mal vergroBBern (6/7)

m Analyse
— Sei T(n) die Laufzeit fur eine Folge von n append Operationen
— Sei T; die Laufzeit fir die i-te append Operation
— Dann ist T; = A - i fUr irgendeine Konstante A
weil wir i-1 Elemente reallozieren (umkopieren) mussen
— Das macht zusammen:

:zn:T ZA i=A- Zz— -n+n:0(n2)
i=1

\,./
=1+2+3+...
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Version 2: Jedes C. Mal vergroBern (1/5)

m Eine etwas vorausschauendere VergroBerungsstrategie
— Idee: beim VergroBern zusatzlichen Platz lassen
— Aber wieviel?

— Lassen wir erstmal Platz fiir C zusatzliche Elemente, fur ein
beliebiges festes C, zum Beispiel C = 5 oder C = 100
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Version 2: Jedes C. Mal vergroBBern (2/5)

Die Append Funktion

public void append(int item) {

// grow the capacity if needed

if (nofElements + 1 > this.getCapacity()) {
int newCapacity = this.getCapacity() + 100;
int[| newData = new int[newCapacity];
for (inti = 0; i < nofElements; i++) { newData[i] = data[i]; }
this.data = newData;

}

// append item

this.data[nofElements] = item;

nofElements++;

¥
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Version 2: Jedes C. Mal vergroBern (3/5)

16000 | | | |
"runtimes?2.txt" +

14000 |- A
12000 | A
10000 | . il
8000 |- & -
6000 |- o -
4000 | e -

2000

ettt
0 +::“M ! ! ! ! | | |

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000900000 1e+06

m Die Laufzeitkurve ist immer noch quadratisch,
warum?



Version 2: Jedes C. Mal vergroBBern (4/5)

1 O(1)
+
12 0(1)
+
11213 0(1)
+
11234 0(1)
+
1(2]3(4]5 0(1)
[TeTaTeTsT O(1+5)
112|3|4|5]6 ? O(1)
112|3|4|5[6]7 g O(1)
112]|34|5]6|7]8 g O(1)
+
112|3|4(5[{6|7]|8|9](10 O(1)

O(1+10) 18




Version 2: Jedes C. Mal vergroBBern (5/5)

m Analyse

— Die meisten append Operationen kosten jetzt nur O(1)

— Aber alle C Schritte kommen die Kosten furs Umkopieren
hinzu: C, 2C, 3C, ... Das macht zusammen:

n n/C
Tn)=) A-1+)» A-i-C
1=1 1=1

n/C

:A-n+A-C-Z7j

1=1

— Der Faktor vor dem n2 ist kleiner geworden, aber immer noch
quadratische Laufzeit
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Version 3: Grof3e immer verdoppeln (1/4)

m Die "richtige" VergroBerungsstrategie
— Idee: immer doppelt so viel vergroBern wie notig

public void append(int item) {

// grow the capacity if needed

if (nofElements + 1 > this.getCapacity()) {
int newCapacity = this.getCapacity() * 2;
if (newCapacity == 0) { newCapacity = 1; }
int[| newData = new int[newCapacity];
for (inti = 0; i < nofElements; i++) { newData[i] = data[i]; }
this.data = newData;

}

// append item

this.data[nofElements] = item;

nofElements++;

¥
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Version 3: Grof3e immer verdoppeln (2/4)

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

0

m Jetzt sieht die Laufzeitkurze linear aus (mit Spriingen)

I
"runtimes3.txt"

_+_

0

le+07 2e+07 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07 7e+07 8e+07 9e+07 1le+08



Version 3: Grof3e immer verdoppeln (3/4)

10

0(1)
O(1+1)
O(1+2)
0(1)
O(1+4)
0(1)
0(1)
0(1)
O(1+8)
0(1)
0(1)
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Version 3: Grof3e immer verdoppeln (4/4)

m Analyse
— Jetzt kosten noch mehr appends nur O(1)

— Alle 2! Schritte kommen die Kosten A - 2! hinzu
(fir i =0,1,2,....k mit k = floor(log, (n-1)) )

— Das macht zusammen:

k
Tn)=n-A+A-Y 2" =n-A+A- (2" 1)

1=0
N——
=14+2+4+8+-

<mn-A+ A28
=n-A+24.2F
<n-A+24-n
=3A-n
= O(n)
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Dynamische Felder — Verkleinern

m \Was machen wir wenn Element entfernt werden
— Analog zum VergroBern, konnten wir das Feld auf die

Halfte verkleinern wenn es nur noch halbvoll ist
— Aber Achtung, wenn man danach ein append macht n@‘ :b-. .
man es gleich wieder vergroBern I
— Deswegen lassen wir etwas Luft beim Verkleinern bzz ’E. :-1

z.B. auf 75% verkleinern wenn nur noch halbvoll

m Analyse
— Jetzt wird's schwierig, warum?

— Wenn wir eine beliebige Folge von append und remove
Operationen haben, kdnnen wir nicht mehr so leicht
vorhersagen, wann realloziert werden muss

24



Amortisierte Analyse 1/7

GroBe s,

1(2|3(4|5(6|7(8]9]10]|11

Kapazitat c;

= Notation

— Gegeben n Operationen Oy, ..., O,

— Sei s; die GroBe des Feldes nach Operation O; (s := 0)

— Sei ¢; die Kapazitat des Feldes nach Operation O, (cj := 0)

— Sei cost(O;) die Zeit fur Operation O; (unser T; von vorher)
wir nehmen an die ist < A - s, falls Reallokation notig
und ansonsten < A -1
fur irgendeine Konstante A unabhangig von n

25



Beispiel

(kein echtes Beispiel; nur zur Illustration der Variab
Operationen FeldgroBe Kapazitat Kosten
O, |append Realloc. |s; Cy A-s,
O, |append S, C, A-1

O; |append S3 C; A-1
O, |remove S, C4 A-1
O; |remove |Realloc. |sg Cs A-sc
Og |append Se Ce A-1
O, |remove S5 C, A-1
Og | append Sg Cg A-1
O, |append Realloc. | sq Co A-sq
O,, |append S10 Cio A-1
O, |append S, C, A-1

en)

26



Amortisierte Analyse 2/7

m Wir analysieren folgende Implementierungsversion
— Falls O; append: vergrofern genau dann wenn s;_{ = G_y
— Falls O; remove: verkleinern genau dann wenn 3 - s;_1 < Gj_q
— In beiden Fallen sorgen wir daflr, dass danach ¢; = 3/2 - s;

Si-1 Si-1

2|13|4|5|6]7 1(2]3(4]5
Ci-l Ci-l 2 3 ' Si-l
! } append: Kosten: A - s, ! } remove: Kosten: A - s,

S; S;

Ci=3/2'Si Ci=3/2'Si



Amortisierte Analyse 3/7

m Beweisidee
— Teuer sind nur die Operationen, wo realloziert werden muss

— Wenn gerade realloziert wurde, dauert es eine Weile, bis
wieder realloziert werden muss

— Anders gesagt: nach einer teuren Operation kommt eine
ganze Reihe billiger Operationen

— Idee fur den Beweis: wenn nach einer Operation die X
gekostet hat X Operationen kommen die alle nur 1 kosten,
sind die Gesamtkosten bei n Operationen hochstens 2 - n

28



Amortisierte Analyse 4/7

Operationen FeldgroBe Kapazitat Kosten
O, | append Realloc. S; (o A-s,
O, | append S, G Al
O; | append S5 G A-l
O, | remove S, C4 Al
Os; | remove Realloc. Sg Cs A-sg
Oy | append Sg Ce Al
O, remove S5 (o Al
Og | append Sg Cg Al
Oy | append Realloc. Sq Gy A-sq
Oy, | append S1o Cio A-l
O, | append S, Ch Al

m Formal beweisen wir Folgendes

Lemma:
Mindestabstand: s; / 2

Mindestabstand: s: / 2

Korollar:

< 4A - n «<— Gesamtkosten < 4A - n

— Lemma: Wenn bei O; eine Reallokation stattfindet und dann
erst wieder bei O;, dannistj—i >s;/ 2

— Korollar: cost(O¢) + ... + cost(O,)) < 4A-n

29



Fall 1:

S, / 2 appends

S,
| 1
112314 6|78
11234 6]7]8]o9

11

11

12

lineare Kosten: A - s, (Reallokation)

konstante Kosten:
konstante Kosten:
konstante Kosten:

konstante Kosten:

A

A -
A -

A

c1 )
1
1

> s/2 mal

(friheste nachste Reallokation)

30



Fall 2:

S, / 2 removes

6|78 lineare Kosten: A - s, (Reallokation)

6|7 konstante Kosten: A - 1 )

6 konstante Kosten: A - 1

> s/2 mal

konstante Kosten: A - 1

konstante Kosten: A - 1 J

(friheste nachste Reallokation)

31



Amortisierte Analyse 5/7

m Beweis des Lemmas

[ Wenn bei O, eine Reallokation stattfindet und dann erst
wieder bei O;, dannistj —i > s/2 ]

— Nach O; ist die Kapazitat genau floor(3/2 - s) = ¢
— Betrachte eine Operation O, nach O, mit k — i < s;/2:

» Fall 1: Seit Reallokation kbnnen maximal floor(s;/2)
Elemente dazugekommen sein:

3 J _ .. Kapazitat ist noch OK,

<ot 152 = | s | :
sk < s; + [8:/2] {23 keine VergroBerung nétig

o Fall 2: Seit Reallokation kbnnen maximal floor(s,/2)
Elemente weg sein:
sk > s;— |si/2] = [s:/2] = 3.5, 2> [281_‘ > {gSzJ = C;
Kapazitat ist noch OK,

keine Verkleinerung notig 32



Amortisierte Analyse 6/7

Operationen FeldgréBe Kapazitat Kosten

0, append Realloc. S, (o) A's, — |1 —
0, append S, (o) Al

O3 append S5 G Al

0O, remove S4 Cy Al

O; remove Realloc. S5 Cs A:sg <—| -
O¢ append Se Ce Al E

o, remove S, (o Al

Og append Sg Cg Al

(0 append Realloc. Sq Co A:sy — | 3 —
O, | append S1o Cio Al

0, append Sh Cy Al

m Beweis des Korollars

— Seien die Reallokationen bei O, ..

Lemma:
Mindestabstand: s;; / 2

Mindestabstand: s, / 2

[ cost(O,) + ... + cost(O,) < 4A-n]]

"/ C)iI

— Die Kosten fur alle Reallokationen sind A mal s;; + ... +s;

— Nach Lemmaist i, - i; > s,,/2, und i5 - i, > S,/2 usw.

33



Amortisierte Analyse 7/7

— Daraus: Aussagen Uber s si;, < 2(i2 — 1)
Siy < 2(’&3 — ’LQ)

Si, 1 < 2(’&g — ig_l)
Si, <M
— Die Kosten fiir alle Reallokationen sind:

Sy T Sig T+t Sle)

(
< A- (2(2—21)+2(3—22)+ c+ 2(ip —ip_1) + 1)
=A- (2o —i1+i3—to+---Fip—ip_1)+n)
=A-(2(ig —i1) +n)
< A-(2n+n)
=3A-n

— Hinzu kommen die jeweils konstanten Kosten flir ein ,normales"
append oder remove: < A - n Also insgesamt: < 4A - n 34



Alternativer Beweis:

Laufzeitanalyse fur eine lokale worst-case Sequenz

S;

OI: 1

2134

2134

10

10

11

10

11

12

lineare Kosten: A - s, (Reallokation)

konstante Kosten:
konstante Kosten:
konstante Kosten:

konstante Kosten:

A

A -
A -

A

c1 )
1
1

> s/2 mal

(friheste nachste Reallokation)

Gesamt: Kosten von A - 3/2s, fiir s;/2+1 Operationen

Kosten pro Operation:

A-%Si
Sz—|_]-

3
A'iSi

S 1o
2 5i

= 3A = const.

35



Alternativer Beweis:

Laufzeitanalyse fur eine lokale worst-case Sequenz

1

5(6|7]8

lineare Kosten: A - s, (Reallokation)
konstante Kosten: A - 1 )
konstante Kosten: A - 1

> s/2 mal

konstante Kosten: A - 1

konstante Kosten: A - 1 J

(friheste nachste Reallokation)

(selbe Gesamtkosten wir vorherige Folie)

36



Noch ein alternativer Beweis

m Bankkonto-Paradigma
— Idee: ,erst Sparen, dann ausgeben”

— Bei jeder Operation mit konst. Kosten, legen wir ein paar
Munzen auf ein Konto = immer noch konstante Kosten

— Wenn dann eine Operation mit linearen Kosten kommt,
bezahlen wir sie mit den Munzen vom Konto

— FUr die Strategie mit dem Verdoppeln mussen wir 2
Mlnzen pro Operation einzahlen

37



Bankkonto-Paradigma Ein/Aus-  Konto-

Kosten  zahlung stand _

O(1) +2 2
O(1+1) +2-1 3

O(1+2) +2-2 3

O(1) +2 5

O(1+4) +2-4 3

O(1) +2 5

O(1) +2 7/

O(1) +2 9

9 O(1+8) +2-8 3
1234567891‘(') O(1) +2 5
12345678910‘1‘1 O(1) +2 7/




Bankkonto-Paradigma

m Warum gerade 2 Munzen pro append()-Operation
einzahlen?

— Jedes eingefligte Element muss spater umkopiert
werden (erste Mlinze)

— und wegen des VergroBerungsfaktor 2 ist fur jedes neue
Element schon ein altes im Array, das auch umkopiert
werden muss (zweite Munze)

39



Bankkonto-Paradigma

i ! Iz ===

|77 —
e B
777,

m Verkleinerungsstrategie: Wenn 4 voll, dann auf
die Halfte verkleinern. Wieviele Miinzen pro
remove()-Operation einzahlen?

— Worst-Case: Das Array wurde gerade vergoBert >
halbvoll

— Wir missen capacity/4 Elemente entfernen, bis zum
Umkopieren der verbliebenen capacity/4 Elemente

— Eine Mlnze pro Operation reicht aus.
40



Ubungsblatt 7

m 1: Implementieren Sie remove()
m 2: Plotten Sie ein paar Kurven dazu

m 3: Implementieren sie ein
WorstCaseConstantAccessTimeArray

® 4: Finden Sie heraus, welche Strategie ArrayList /
std::vector nutzen

m 5: Zusatzaufgabe Theorie: Formel fur
VergroBerungfaktor bei gewlinschten Kosten pro
Operation.

41



Literatur / Links

m Dynamische Felder

— In Mehlhorn/Sanders:
3.2 Unbounded Arrays

— In Cormen/Leiserson/Rivest
18.4 Dynamic Tables

— In Wikipedia
http://en.wikipedia.org/wiki/Dynamic array

— In C++ und in Java

http://www.sgi.com/tech/stl/Vector.html

http://docs.oracle.com/javase/1.4.2/docs/api/java/util/ArrayList.html

42


http://en.wikipedia.org/wiki/Dynamic_array
http://www.sgi.com/tech/stl/Vector.html
http://docs.oracle.com/javase/1.4.2/docs/api/java/util/ArrayList.html

