2. Darstellung von Signalen und Bildern In
linearen Vektorraumen

Kontinuierliche oder diskrete Signale und Bilder lassen sich sehr einheitlich in
linearen Vektorraumen darstellen.

A X(t)
/\/ (x,y) :jx(t)y(t)dt 1D, kontinuierlich
CXOG)

<x,Y>:ﬂX(tl,tz)Y(tl,tz)dtldt2 2D, kontinuierlich

X Ax(n)
TM (X,y)=D %V, 1D, diskret
2 X(n,m) ]
T (X, Y)=> > XY, 2D, diskret
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Vorteile der Einbettung in Vektorraume

* Einheitliche Beschreibung von kontinuierlichen, diskreten, ein- und
mehrdimensionalen Signalen mit Begriffen in Vektorrdumen

« Einheitliche Beschreibung mit Skalarprodukt < , > anstatt mit [[] und
mit 22>

« Ahnlichkeiten von Funktionenraumen {x. (t)} und Euklidschen
Vektorraumen {x;} und damit einfache geometrische Interpretation und
Veranschaulichung (Zeit- oder Ortsfunktionen sind einfach Elemente
eines geeignet gewahlten VVektorraums)
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LIneare VVektorraume

Lineare Vektorraume sind durch folgende Axiome erklart:

1) Die Addition ist erklart:
a) VX,y e A.
b) VX,y,Z € X
c) Vxe XA:3A0 e X X+0=X
d) VxeX:3I(-x) e X x+(-x) =0

X+y=y+X ek
X+(Y+2)=(X+Yy)+z

(kommutativ)

(assoziativ)

(es existiert ein Nullelement)
(negatives, zu "+" inverses Element)

[1) Die Multiplikation mit einem Skalar « aus einem Zahlenkdrper K ist erklart:

a) VXe X Va,f e K.
b) VX,ye X Va e K:
C) VXe X Va,f ek

dilek:

a(fx) = (aff)X

a(X+YVY)=ax+ay

(assoziativ)
(distributiv)

(a+ p)x=ax+ px (distributiv)

1-x=X (Eins-Element)
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Das Rechnen mit linearen Operatoren

Die Menge aller linearen Operatoren genugen selbst
den Gesetzmaldigkeiten eines Vektorraums
(Addition und Multiplikation mit einem skalaren
Faktor)

Nimmt man zusatzlich die Komposition von
Operatoren (oder das Produkt) Ae B

(Hintereinanderausfuhrung von B und A) hinzu, so

fiill T N + Ain M + Ry
erfullen lineare uperaioren aie Gesetzmaldi

einer (1.a. nichtkommutativen) Algebra

n'l'r\
ACILTI

(C2

H. Burkhardt, Institut fur Informatik, Universitat Freiburg

DBV-I




Es gilt:

la) (A+B)x=Ax+Bx Addition
1b) (axA)x = a(AX) skalare Multiplikation

2a) A(BC)=(AB)C assoziativ
2b) a(AB)=(axA)B = A(aB)

2c) A(B+C)=AB+ AC

2d) (A+B)C=AC+BC

A\ V4 :A IAIAIA II
2e) BA= AB i.a. nicht K

(@)
c
—t+
Q)
1:1-
<
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Legendre-Polynome P;(t)

Rekursion:
(+1)P,.,(1) = (2n+1)P, (1) ~ 1P, , () (P.PY=—25,
mit: P, (t) =1 2m+1
P(t) =
P(t)=1 T
R(t) =t
P,(t) =3 (3t° 1) ?

Py (t) = %(5t3 —3t)

P(t) =St -t +3

normiert:;

pi(t) = %F’i(t) =012,

== pM=3 pH)=BE -1 |
7 S

n 2
es gilt: P (t) = G () 3T 08 08 04 02 0 02 0s: 06 08 i
! 2"-n!  dt”

|
/%]
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Verallgemeinerte Fourierrethe mit Polynomen

2
Bestapproximation der Funktion  X(t) =sin(%(t+1)) durch die Fourierreihe  y(t) = Zai -1 (t)

2 |
= minimal

Ix® - y@)[ =

KO-, L)

wobei |, I, 1, die ersten drei Legendre-Polynome sind: e
1
IO (t) = ﬁ Il (t) = \/%t |2(t) = \/g(stz —1) 08}
Berechnung der Fourier-Koeffizienten: 06|
o = (lo (1), (1)) = j Sinz (t +1))dt =———
\/_ #
L= (L (), x(t))=0 ;_/_f-”
o = {0, x(1)) = /5 £(1-2)

und damit die Fourierreihe:

V(1) = ctpyf% + a3+, [3 (37 —1) = 2+ 5 (1-12)(3t° 1)
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Matlab-Routine zur
Berechnung der
Pseudoinversen mit Hilfe
der Singularwertzerlegung

function X = pinv(A,tol)
% PINV Pseudoinverse.

% X =PINV(A) produces a matrix X of the same dimensions
% asA'sothat A*X*A=A, X*A*X = X and A*X and X*A

% are Hermitian. The computation is based on SVD(A) and any

% singular values less than a tolerance are treated as zero.

% The default tolerance is MAX(SIZE(A)) * NORM(A) * EPS.

%

% PINV(A,TOL) uses the tolerance TOL instead of the default.

% See also RANK.

% Copyright 1984-2002 The MathWorks, Inc.
% $Revision: 5.12 $ $Date: 2002/04/08 23:51:51 $

[U,S,V] =svd(A,0);
[m,n] = size(A);
ifm>1,
s = diag(S);
elseif m ==
s =S(1);
else
s=0;
end
if nargin < 2

tol = max(m,n) * max(s) * eps;

end
r =sum(s > tol);
if (r==20)
X = zeros(size(A"));
else
s = diag(ones(r,1)./s(1:r));
X =V(,Ln)*s*uU(:,1:r);
end
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