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Projektive Transformationen in der projektiven Ebene

Projektive Transformationen in der projektiven Ebene

Synonyme: Homographien, Projektivitaten, Kollineationen

Eine Projektivitit ist eine umkehrbare Abbildung h von P? auf P?
so, dass drei Punkte X1, x> und x3 dann und nur dann auf der
gleichen Gerade liegen, wenn das auch fiir h(x1), h(x2) und h(x3)
gilt. (Kollineationen)
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Projektive Transformationen in der projektiven Ebene

Eine Abbildung h : P> — P2 ist genau dann eine Projektivitit, wenn es
eine nicht singuldre 3 x 3 Matrix H gibt, derart, dass gilt h(x) ~ H - x.

H ist eine lineare Transformation zwischen Punkten mit homogenen
Koordinaten.
Die Klasse der projektiven Transformationen bildet eine Gruppe.

x' X hy "
y | ~H-[ y |, H~| hT
1 1 hs”
x/ X

mit
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Projektive Transformationen in der projektiven Ebene Z i

Beweis: H Projektivitait < h(x) ~ Hx, H hat vollen Rang.

Hier soll nur eine Richtung des Beweises skizziert werden.
Zu zeigen ist:

dl: |TX1 = |TX2 = |TX3 =0«

VT h(x1) = VT h(xa) =V h(x3) =0 } = i) sl

" "o

=
I"x1 =1"xp =1"x3 =0 <

I"TH X Hx; = I"TH ' Hx, = I"H 1 Hx3 =0
AN e e e S
|IT X/1 |/T Xé |/T Xi?,

Mit I'T ~ 1TH-! ist dies die Behauptung.
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Projektive Transformationen in der projektiven Ebene

Korrelation

e Ein Kegelschnitt induziert eine projektive Abbildung zwischen
Punkten und Linien im P2

e Eine solche Abbildung wird auch Korrelation genannt.

Eine reguldre Korrelation ist eine invertierbare Abbildung zwischen
Punkten und Linien im P2. Sie wird durch eine nicht singulire
Matrix A mit | = Ax reprasentiert.
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Transformation der Elemente der projektiven Geometrie

Transformation von Geraden

Anhand dieser Gleichung wird ersichtlich, wie Linien und Punkte
von einer projektiven Transformation transformiert werden.

Ergebnis

Besteht eine projektive Transformation H zwischen Punkten x und
x', so werden korrespondierende Linien | und I’ iiber H-T
transformiert. Es gilt:

x' ~ Hx
' ~H I
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Transformation des Axiators
l~axb

Werden | sowie a und b durch H transformiert, so gilt:
H= "I ~ (Ha) x (Hb)
Mit I = [a] b folgt dann:
H™"[a] b ~ [Ha] Hb
H™"[a], ~ [Ha] H

Insgesamt

[Ha], ~H~T[a],H™! (Gleichheit bis auf einen Skalenfaktor)
Genauer: [Ha],, = det(H) -H~T[a], H!
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Transformation der Elemente der projektiven Geometrie

Transformation von Kegelschnitten

e x"Cx = 0 fiir alle Punkte auf dem Kegelschnitt.
e Projektive Transformationen erhalten Koinzidenzen.
e Werden die Punkte x mittels H transformiert, folgt:

X ~Hx=x~H X

X TH-TCH X =0

Unter einer Punkttransformation x’ ~ Hx gilt fiir den
transformierten Kegelschnitt C’:

C ~H TCH!
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Standard Projektive Basis

Standard Projektive Basis

Die “Standard Projektive Basis” ist das System

1 0 0 1
o|,[1].lo0],[1
0 0 1 1

(Viereck, von dem 2 Punkte im Unendlichen liegen.)
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Standard Projektive Basis /

Eine projektiven Transformation H kann mittels der Bilder a, b, c und d der
standard projektiven Basis beschrieben werden.

1 0 0 1
H{ 0 |]~aAnH| 1 |~bAH| 0O | ~cAH| 1 | ~d
0 0 1 1

Aus dem Bild der Basisvektoren a, b, c folgt fiir H:
H~(a b c)-diag(A)

Welche Werte nimmt die Diagonalmatrix diag(A) an?

1 1
H{ 1 |~(a b c)diagA)| 1 | ~(a b c¢)A~d
1 1
A~(a b c)'.d

-1

H~(a b c)-diag((a b c) " -d)
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Standard Projektive Basis

Alle Vierecke sind dquivalent unter projektiven Transformationen.

H

Abbildung: Vierecke sind dquivalent unter projektiven Transformationen
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Klassifikation der projektiven Transformationen

e Die Kilassifikation einer projektiven Transformation erfolgt
anhand der Fixpunkte der Transformation.

e Dabei ist der Ansatz die Gleichung Hv ~ v, also die Punkte,
die auf sich selbst abgebildet werden.

Abbildung: Fixe Punkte und Linien einer projektiven Transformation in
der Ebene
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o Algebraisch handelt es sich bei den Fixpunkten um die
Eigenvektoren der Punkttransformation Hv ~ v.

e H ist eine 3 x 3 Matrix.

= Es gibt hochstens 3 verschiedene Eigenwerte mit drei linear
unabhangigen Eigenvektoren.
(2 linear abhingige Vektoren sind in der projektiven Geometrie
derselbe Punkt).

e Fixe Linien sind die Eigenvektoren der Linientransformation
H=T (H= "I~ 1 oder auch HTl ~ ).

e Hinweis: Feste Linien sind nicht unbedingt punktweise fix. Im
allgemeinen werden die Punkte einer festen Linie auf andere
Punkte der festen Linie abgebildet. Lediglich die Fixpunkte
werden auf sich selbst abgebildet.
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Jordansche Normalform

Gibt es drei verschiedene Eigenwerte, dann gibt es auch drei linear
unabhangige Eigenvektoren und es gilt:

« «
H(VI,V2,V3) = (VI,V2,V3) 15} = V- IHV = 15}
————
\Y} v 0
— —
A

e V"IHV = A nennt man die Jordansche Normalform

e V ist die Matrix der Eigenvektoren im obigen Fall.
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Mogliche Auspragungen der Jordanschen Normalform
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Klassifikation der projektiven Transformationen

Drei unterschiedliche Eigenwerte (-Vektoren)

A= 5
§

Mit den beiden Eigenvektoren (Fixpunkten) v, v und dem Punkt
x auf der Verbindungsgeraden gilt:

Hvi = avi Hvy = pvy
X = Avi + uvo
Hx = Aavy + ufva

Folglich liegt Hx auch auf der Verbindungsgeraden.
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Klassifikation der projektiven Transformationen

Drei unterschiedliche Eigenwerte (-Vektoren) (2)

Abbildung: 3 Fixpunkte: Die Geraden bleiben erhalten (nicht punktweise)

e 3 unterschiedliche Eigenwerte fiihren zu 3 Fixpunkten (EV).

e Geraden bleiben erhalten. Jedoch nicht unbedingt
punktweise.

e H besitzt 8 Freiheitsgade
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Planare Homologie (doppelter Eigenwert)
Im Falle eines doppelten Eigenwertes und mit H diagonalisierbar
hat die Jordansche Normalform die Form:

«
A= «
B

Wir betrachten den Eigenraum zum doppelten Eigenwert:

HV1 = avi HVz = Qv
Hx = H(Avy + pv2) = AHvy + pHvy =
Aavy + pavy = a(Avy + pva) = ax

Es gilt somit fiir Punkte auf der Geraden zwischen vy und vy:
Hx ~ x. (All diese Punkte sind Fixpunkte.)

[
\%ALBER:-LUDWIGS-
UNIVERSITAT FREIBURG 22 von 33



Computer Vision |
Projektive Transformationen in der projektiven Ebene
Klassifikation der projektiven Transformationen

Planare Homologie (doppelter Eigenwert) (2)

v, =z ( Zentrum)

e Der Eigenraum bzgl. der gleichen Eigenwerte ist
zweidimensional.

e v; und vy spannen einen Eigenraum auf.

= Punkte auf der Geraden durch v; und v, werden auf sich
selbst abgebildet (Linie fixer Punkte).

e Diese Gerade heilt Achse.
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Klassifikation der projektiven Transformationen

v, =z ( Zentrum)

Die Abbildung H heiBt planare Homologie und hat 5
Freiheitsgrade.

Zur Berechnung reichen 3 korrespondierende Punkte aus.
Der dritte EV bildet das Zentrum.

Geraden durch das Zentrum sind fixe Linien. Punkte auf diesen
Linien werden durch H auf Punkte der selben Linie abgebildet.
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Klassifikation der projektiven Transformationen

H l3sst sich mittels dem Zentrum, der Achse und dem
charakteristischen Verhaltnis \ parametrisieren:

zal
H~ 1+ (A=1)2%

a

\ =

Ll®

Das Zentrum, sowie alle Punkte p auf der Achse, werden auf sich
selbst abgebildet:
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Beispiel
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Das Bild zweier Ebenen, welche Objekte
unter Perspektivabbildung enthalten.
Ein planares

Objekt (das Ende des Geb&udes) wirft
seinen Schatten auf die Grundebene.

a ist das Bild der Schnittachse.

z ist

das Bild der Lichtquelle, das Zentrum.

Sowohl Zentrum als auch Achsenpunkte
werden auf sich selbst abgebildet.

26 von 33



Computer Vision |
Projektive Transformationen in der projektiven Ebene
Klassifikation der projektiven Transformationen

Spezialfalle

e Mit A\ = —1 lautet H: H ~ | — 2z’

alz’

e Dies wird harmonische planare Homologie genannt.
e Diese hat 4 Freiheitsgrade, da einer (\) schon bekannt ist.
e Es gilt: H? ~ | “Involution” (selbstinverse Abbildung).

e Beispiel: Das Bild eines ebenen Objektes mit Symmetrieachse.
Dabei ist die Achse a das Bild der Symmetrieachse und das
Zentrum z der Fluchtpunkt der Richtung senkrecht zur
Symmetrieachse.
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Klassifikation der projektiven Transformationen

Elation

Bei der Elation nimmt die Diagonalmatrix folgende Form an:

a 1

Algebraisch hat die Matrix drei gleiche Eigenwerte.

e Der Eigenraum ist zweidimensional.
e Das Zentrum liegt auf der Achse.
[ ]

Punkte auf der Achse werden auf sich selber abgebildet.
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Elation

a=Achse
(Liniefixer Punkte)

fixe Linien

Abbildung: Elation: Das Zentrum liegt auf der Achse
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Elation

Eine mogliche Parametrisierung: a=Acte

(Linie fixer Punkte)

H~/+Xza” mita’z=0 LS
Linien, die durch das Zentrum gehen,
werden auf sich selbst abgebildet, aber
nicht punktweise.

Hp~p fallsa’ p=0
ITH~1" fallsl’z=0
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Beispiel (Elation)

Das Bild von sich wiederholenden Strukturen auf einer Ebene, wie die
Fensterreihe auf einer Fassade. Die Fenster wiederholen sich nach jeder
Translation t.

Achse a ist die Fluchtline, die alle Fluchpunkte enthalt.
Zentrum z ist der Fluchtpunkt der Richtung, in der die Strukturen
wiederholt werden.

JinEe
»

I,

a=Achse

Abbildung: Elation, Beispiel: Eine Abbildung von Fenster auf Fenster
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Perspektivitaten

A B C

Abbildung: Perspektivitat

e Korrespondierende Punkte definieren konkurrente Geraden.
Diese laufen im Projektionszentrum zusammen.

o Perspektivitaten sind Projektivitdten, aber i.a. nicht umgekehrt.

e Die Komposition von 2 oder mehr Perspektivitaten ist eine
Projektivitat, aber i.a. keine Perspektivitat.

o Der entscheidende Unterschied liegt darin, dass es fiir
Perspektivitaten nur ein Projektionszentrum geben darf.
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Abbildung: Perspektivitdit und Kombination zweier Perspektivitdten

e Es gibt kein eindeutiges Projektionszentrum zwischen allen
korrespondierenden Punkten.

e Die Linien zwischen korrespondierenden Punkten {a,b,c} und
{A, B, C} treffen sich in einem Projektionszentrum.

e Analog gilt dies fur {a’,b’,c’} und {A, B, C}.

e Die Kombination der beiden Perspektivitdten fiihrt zu
korrespondierenden Punkten {a,b,c} und {a’,b’,c'}.
Die Verbindungslinien zwischen diesen schneiden sich jedoch
nicht in einem Projektionszentrum.

= Es handelt sich um eine Projektivitat
- keine Perspektivitat.
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