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Nachtrag zu Kegelschnitten

Die Klassifikation von (nicht degenerierten)
Kegelschnitten basiert auf den Schnittpunkten des Kegelschnittes
mir der unendlich fernen Geraden.

Abbildung: Verschiedene Méglichkeiten wie |, einen Kegelschnitt C
schneiden kann. (1) Ellipse, (2) Parabel (3) Hyperbel
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Schnittpunkte des Kegelschnittes mir der unendlich fernen
Geraden

e Die unendlich ferne Gerade ist fix unter affinen
Transformationen.
e Die Schnitte werden erhalten.
= Durch eine affine Transformation kann eine Ellipse nicht in
eine Parabel oder Hyperbel iiberfiihrt werden.
o Mittels projektiver Transformationen ist dies moglich.
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Wiederholung
e Ein Punkt auf dem Kegelschnitt erfiillt die Formel x" Cx = 0.
e Fiir den dualen Kegelschnitt gilt 17 C*I = 0.
e Ist C regulir so gilt C* ~ C1.
e C* Matrix der Kofaktoren

C* existiert auch, falls C singular ist.

Bei regulirem C gilt: C*=C™'.|Clund C-C*=C*-C=|C|-/
Dann gilt auch: (C*)* ~ C
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Beispiel

SiA=(a b c)
(bxc)”

=A*=| (cxa)T

(axb)T

dann gilt:
a’(bxc) 0 0

A*A = 0 b7 (c x a) 0 =D-1
0 0 c’(axb)

Dabei ist D das Spatprodukt von a, b und c:
Das Volumen des Parallelepipeds, das von eben diesen drei
@® Val+avan aufgespannt wird.
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Degenerierter Kegelschnitt

Man spricht von einem degenerierten Kegelschnitten C, falls C
keinen vollen Rang hat.

Wir betrachten degenerierte
e Punktkegelschnitte und

e Linienkegelschnitte.

£
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Beispiel (Punktkegelschnitt)

Ein degenerierter Punktkegelschnitt C kann aus
e zwei Geraden oder
e einer Doppelgeraden bestehen.

Iy
><
A L
Im ersten Fall kann C durch die zwei Geraden I; und I, wi€ folgt
dargestellt werden:

C~ (hl] + Ll ), mit Rangvon C =2
~~ ~~
Rang 1 Rangl

Liegt ein Punkt p; auf 1, so gilt:
pili=0=p/Cps~p{ (Ll + 1Ll )p1 =0

p1 liegt auf dem Kegelschnitt.
Analoges gilt auch fiir Punkt p>.
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Abbildung: Degenerierter Punktkegelschnitt

C ist symmetrisch und hat Rang 2.

Nullvektor: p ~ 11 x I,

Weiterhin gilt die Pol-Polare Beziehung.

dem Rang 1.
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(a) Degenerierter  Punktkegel-
schnitt aus Iy und Iz mit Nullraum
p = |1 X |2

\ P
(b) Degenerierter  Punktkegel-

schnitt mit Doppelgeraden.

Abbildung: Degenerierte Kegelschnitte
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Beispiel (Dualer- oder Linien-Kegelschnitt)
Degenerierte Lininenkegelschnitte kdnnen
e zwei Punkte (Rang 2)
e oder einen doppelten Punkt (Rang 1) beinhalten.
Betrachten wir folgenden C*:
C* ~p1p2” +p2p1’
Fiir Geraden durch p; oder durch py gilt:

ITp1:O oder ITp2:O

= 1TC 1~ 1" (p1p2” +p2p1 ") =0
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Das absolute Punktepaar

Das absolute Punktepaar ist ein degenerierter (dualer -)
Linien-Kegelschnitt mit Rang 2 basierend auf den Zirkularpunkten.

Fir C% gilt
1
Coo~nW T+~ j ) (1 = 0)+| = |(1 ) 0)
0 0
1 —j 0 1 j 0 2 00 100
=Jj 1 o+ - 10|=(020]~(010
0 0 0 0 00 000 000

Dabei sind | und J die Zirkularpunkte.
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Ergebnis

1
c.~| 0
0

o = O

0
0
0

=

Die Matrix C%_ ist das absolute Pun
dualer Kegelschnitt.

tepaar verpackt als singuldrer

Dieser ist unter anderem wichtig, wenn ein Kegelschnitt unter einer
Punkttransformation H betrachtet wird.
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Wiederholung - Transformationen

Wird ein Punkt x durch H auf x’ ~ Hx transformiert, so werden
Linien entsprechend I ~ H~T1
Kegelschnitte durch C' ~ H-TCH™!

Neu: duale Kegelschnitte durch C* ~ HC*HT
transformiert.
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Invarianz

e Kegelschnitte sind invariant unter einer Transformation, falls
ein gleicher Kegelschnitt entsteht.

e Die Zirkularpunkte (das absolute Punktepaar) sind invariant
(fix) unter Ahnlichkeitstransformationen.

e Sei x' ~ Hix eine Ahnlichkeitstransformation, so gilt:

C: ~H,C HI ~C*,

Der absolute Kegelschnitt C%_ ist fix unter einer projektiven
Transformation H, genau dann wenn H eine
Ahnlichkeitstransformation ist.

P iy
it
-ﬁ‘ ALBERT-LUDWIGS-

UNIVERSITAT FREIBURG 16 von 23




Computer Vision | 5
Projektive Transformationen im 7
Nachtrag zu Kegelschnitten

Berechnung von Winkeln im Euklidischen Raum

Der Winkel ¢ zwischen | = ( h b kK )T und

m=(m m m )T kann im Euklidischen Raum iiber das
Skalarprodukt berechnet werden.

e | und m in Normalform: hx + by + 5 = 0.
e Normalen der zu | und m parallelen Geraden.

n1:(I1 /2 )Tundngz(ml mo )T.

I I I
cos(¢) = njny 1my + hmy

bzl SO + B)(md + md)
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Problem

e Nach einer affinen oder projektiven Transformation dndert
sich der Winkel.

e Wie kann man den Winkel ¢ auf der Originalebene mit
Messungen auf der affin oder projektiv transformierten Ebene
bestimmen?

Losung
Der Ausdruck kann mit Hilfe des absoluten Punktepaares
geschrieben werden:

I"C: m
VATCE D) - (mTCx m)

cos(@) =
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e |m Euklidischen Raum:
T Tx*
n ny B I'Ciom

\/(annl) - (nTny) ~V/TCL)) - (mTCom)

cos(P) =

e Der Vorteil der zweiten Form besteht in der Invarianz unter
projektiven Transfomationen.

e Unter einer Punkttransformation H wird der Zahler wie folgt
transformiert:

Rang 2
—N—
1I"C:m = 1"Com’ ~ (H )T (HC: HT)H "m
~ITHTH)C (HTH™ T)m
~1TC: m
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Der Nenner wird dhnlich transformiert. Die Skalierung kiirzt sich
heraus. Somit ist Berechnung des Ursprungswinkels unter
Zuhilfenahme des absoluten Punktepaares auch nach einer affinen
oder projektiven Transformation mdoglich.

c/

I/T (HC:CHT) m’
cos(¢') = = = cos(®)
V(T (HC5 HT)Y) - (m'T(HC3 HT)my)

Cé ist dabei das Bild des absoluten Punktepaares.

Kann C% in der transformierten Ebene bestimmt werden, so
konnen alle metrischen Eigenschaften gemessen werden. (u.a.
Winkel)
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ol m

Abbildung: Kann das Bild des absoluten Punktepaares ermittelt werden,
so kénnen auch nach einer projektiven Transformation die urspriinglichen
Winkel gemessen werden.
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Berechnung des Bildes des absoluten Punktepaares

Zur Berechnung von C; ist folgendes Ergebnis hilfreich:

Zwei Geraden I' und m’ sind orthogonal, falls IITC;m’ =0.

e Die Geraden sind konjugiert (siehe Pol-Polare Beziehung).

e Sind 5 solche orthogonale Geradenpaare I> und m/ bekannt, so
kann Cé tiber das Gleichungssystem

ICim;=0 i=1...5

linear berechnet werden.
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Alternative Berechnung

Die Rangeigenschaft von C;; kann genutzt werden.
o C* ist ein degenerierter Kegelschnitt (somit singulr) mit
Rang 2.
e Es reichen 4 orthogonale Geradenpaare aus, da det(C;’;;) =0
als 5-te (kubische) Bedingung verwendet werden kann.
e Problem:
Da diese Bedingung kubisch ist, resultieren i.a. drei Lésungen.
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