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Epipolargeometrie

Die Epipolargeometrie beschreibt die intrinsische projektive
Geometrie zwischen zwei Bildaufnahmen einer Szene.

Sie ist unabhangig von der Szenenstruktur und hangt lediglich von
den internen Kameraparametern und der relativen Position und
Orientierung der Kameras ab.

Die Fundamentalmatrix ist die algebraische Beschreibung der
Epipolargeometrie.
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Epipolarebene

epipolar plane  TU
AN

Die Projektionszentren C, C’ liegen zusammen mit dem Weltpunkt
X und dessen Bildern x und x” auf einer Ebene .
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Epipolarlinie

x wird auf einen Strahl riickprojiziert,
auf dem der Weltpunkt X liegt.

Das Bild der
Riickprojektionslinie auf der anderen
Bildebene ist die Epipolarlinie von x. ‘ Mpaalme

forx

Der zu x; korrespondierende Bildpunkt x; befindet sich auf der
Epipolarlinie ;.
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Epipole

Die Verbindungslinie der Kamerazentren (baseline) schneidet jede
Bildebene in den Epipolen e und €.

Jede Ebene, die die Grundlinie enthilt, ist eine Epipolarebene und
schneidet die Bildebenen in korrespondierenden Epipolarlinien.
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Abbildung: Verandert sich die Position von X, so rotieren die
Epipolarebenen um die Verbindungslinie der Kamerazentren und
bestimmen auf den Bildebenen korrespondierende Epipolarlinien.
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Mit / sei die erste und mit J die zweite Bildebene bezeichnet.
Folgende Objekte sind von Bedeutung:

e x; und xy sind korrespondierende Bildpunkte. Der Weltpunkt
X wird von der ersten Kamera auf x; und von der zweiten
Kamera auf x, abgebildet.

e e;; und ey sind Epipole.

Dabei ist e;; das Bild des Kamerazentrums C; auf der
Bildebene / und umgekehrt.

ey;~P/C, ey~P,C

Verbindet man die beiden Kamerazentren, liegt e; auf dem
Schnittpunkt der Verbindungslinie mit der Bildebene / und
analog liegt e, auf der Bildebene J.

e |, und I sind Epipolar- oder Kernlinien. Korrespondierende
Epipolarlinien werden durch Kamerazentren und
Epipolarebene bestimmt.
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Fundamentalmatrix

Szenario:

Seien zwei Bilder | und J einer Szene gegeben, die mit
verschiedenen Kameras aufgenommen worden sind. Es seien
korrespondierende Punkte in den beiden Bildern gegeben.

° x’} — xg seien korrespondierende Punkte.
° Pfx/ ist ein Punkt auf dem Riickstrahl von x;.

e Das Bild des Riickstrahles ist die Epipolarlinie in J.
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E ——r
Fundamentalmatrix

Somit gilt fiir die Epipolarlinie:

IJ ~ ey X PJP]LX/
~ les] PP/ xi (1)

Fu

F ist die . Die Fundamentalmatrix hangt nur
von den Kameramatrizen ab und bildet jeden Bildpunkt x; in / auf
seine korrespondierende Epipolarlinie I in J durch ey ab.
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Die Kenntnis der Fundamentalmatrix ist dquivalent zur Kenntnis
der Epipolargeometrie.

Weiterhin:

e | ist die zum Punkt x; gehorige Epipolarlinie.

e |, ist gemeinsame Epipolarlinie fiir alle Bildpunkte auf
I} ~ ey x x; und umgekehrt. I; und I, sind korrespondierende
Epipolarlinien.

e Jede Ebene durch C; und C; schneidet die Bildebene / und
die Bildebene J in korrespondierenden Epipolarlinien.
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Abbildung: Epipolarlinien - Translation und Rotation
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e at € at
ZA R E . . .
infinity / . ‘W infinity

Abbildung: Bewegung parallel zur Bildebene
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FTpi polarlinie

Abbildung: Korrelation zwischen Punkten und Linien

Die Fundamentalmatrix liefert eine Korrespondenz zwischen
Punkten und Linien I, ~ F jx;.

Fu~ [en], PP/
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Freiheitsgrade

o F_j/ ~ [EJ/]XPJPFL.

e Da [ey], singular ist, ist auch F singuldr mit Rang 2:

det(Fy) =0

Die Fundamentalmatrix besitzt 7 Freiheitsgrade

£

tr |
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Die Fundamentalmatrix ;
SN

¢ Die Epipole sind die Nullvektoren (rechter und linker) der
Fundamentalmatrix.
Es gilt F ey =0, da

Fiey ~ey x P,Pley
~ey xey=0

(Der Epipol e/, wird iiber PJP,+ auf den Epipol ey
abgebildet.)
e AuBerdem gilt: eJT,FJ, =07,

Die Epipole konnen iiber die Berechnung des linken bzw. rechten
Nullvektors von F j; bestimmt werden.
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Schatzung der Fundamentalmatrix

Ergebnis (Epipolarbedingung)

Fiir korrespondierende Punkte x; < x, gilt:

X}—FJ/X/ =0

Bewels.

Fiir die Epipolarlinie I zu x; gilt:

IJ ~ FJ[X[.
Fiir korrespondierende Punkte x; < x, gilt:

XIIJ:O

= X}-FJ/X[ =0
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Weitere Eigenschaften:

T
F/_j ~/ F_]/-

Dies kann aus der Epipolarbedingung hergeleitet werden:

X_—er_j/X/ =0 XITF[JXJ =0

= xF/x; =0 und Fu~F],
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Schatzung aus 7 Punktkorrespondenzen

F ist 3 x 3 Matrix mit |F| = 0.
F l3sst sich theoretisch aus 7 Korrespondenzen berechnen
(nichtlinear i.a. drei Lésungen).

xTFx)=0— (x; @x/)f=0 mit fox1) = vec(F)
—_——
A9
A hat einen 2-dimensionalen Nullraum f = f; + \f,
Einsetzen der erhaltenen Losung in die Bedingung det(F) = 0:

f111+)\f211 f112+)\f112
F— _ = |F1 4+ AFa| =0

Man erhadlt 3 Losungen A1, Ao, As.
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Schatzung mit mehr als 7 Punkten

Aus mehreren Korrespondenzen ldsst sich F mit linearen Methoden
schatzen.

Die Bedingung |F| = 0 muss im nicht stérungsfreien Fall hinterher
erzwungen werden.

n Korrespondenzen — A ist n x 9 Matrix.

Stoérungsfreier Fall
Rang(A) =8

Die eindeutige Losung erhalt man hier durch den Nullvektor von A:
f = null(A). Die Bedingung det(A) = 0 ist hier automatisch
gegeben.
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Schatzung mit mehr als 7 Punkten
mit Storungen (> 9 Punktkorrespondenzen)

Rang(A) =9

Eine Niherungsldsung erhilt man hier iiber die SVD: A = YSWT.
Y und W sind orthogonale Matrizen; S ist eine (rechteckige)
Diagonalmatrix mit neun sortierten Diagonalelementen
(Singularwerte). Im storungsfreien Fall ist das letzte
Diagonalelement exakt Null und die Lésung die letzte Spalte der
Matrix W. Sie ist gleichzeitig der rechte Nullvektor von A. Im
allgemeinen nicht stérungsfreien Fall ist der letzte Singuldrwert nur
ungefdhr gleich Null. Als Lésung f wird wieder die zugehorige
letzte Spalte von W genommen.
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Schatzung mit mehr als 7 Punkten
= det(F) = 0 muss jetzt erzwungen werden.

Erneut SVD F =UDV'

e D ist eine Diagonalmatrix. Die Eintrage sind der GroBe nach
in absteigender Reihenfolge geordnet.

e Im stérungsfreien Fall (F singuldr) ist der letzte Wert auf der
Diagonalen Null.

e Sonst: letzte Komponente von D auf 0 setzen — Singularitat

wird erzwungen.
(mit geringstem Abstand in der Frobenius-Norm)
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Epipolarlinienhomographie

P

Abbildung: Epipolarlinienhomographie
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Epipolarlinienhomographie (2)
Die Epipolargeometrie wird algebraisch vollstandig von der
Fundametalmatrix erfasst.
Die Epipolargeometrie ist gegeben durch
@® die Epipole ey, e (4 dof, je 2 dof)
@® und der Zuordnung |, € e < |, € e (3 dof).
ej; ist der dem pt pL
Epipol zugehorige % e%
komplementare I |
Orthogonalraum.
Pl — Pt
Epipolarlinienhomographie
mit 3 Parametern.

Y ()~C)0)
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Konstruktion der Epipolarlinienhomographie
o Eine Linie

I I J
| auf | schneidet die Epipolarlinie I; in % e
s~ I xI N[
~ B

e s wird auf die korrespondierende Epipolarlinie 1 auf der
Bildebene J abgebildet.

Iy~ F (I x1)
e Voraussetzung: | darf nicht durch den Epipol gehen.
I"e;; #£0
e Wihlel=e;; (somitl’e, = e,CeU #0)

= Iy~ Fy-leyl, I
————

Epipolarlinienhomographie
@:\ LBERT-LUDWIGS-
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Epipolarlinienhomographie

Ergebnis

Seien I; und |, korrespondierende Epipolarlinien und | eine Linie,
die nicht durch den Epipol verlduft, so gilt:

IJNFJ/‘[I]X'I/

Insbesondere:
ly~Fy-ley]l, -l

"-'..&-'.-\l.m:u'm UDWIGS-
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Homographie infolge einer Ebene
Fir die Fundamentalmatrix hatten wir hergeleitet:

Fu~ [es], PP,
——

H

AN

s B
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Statt Hj kann eine andere Homographie infolge einer beliebigen
Ebene gewahlt werden.

e Pliickermatrix des Riickstrahls von x; (durch C;)
PfX/CZ— — C/X/—rP?—T
e Schnittpunkt des Riickstahls mit der Ebene 7
X ~ (Pfx/C,T — C,x,TPfT)ﬂ'
e Homographie zwischen x; und x;

Xy~ PJ(P}FX/C/T — C/X/TP?_T)ﬂ'
Umformung mit vec(ABC) = (A ® CT)vec(B) (vec:
zeilenweises Stapeln)

xj~ (Py@n")(Pf @ Chx —(Cr® P )x)

x;~(P,or)(Pf®C —C®P)x

@:\[.I!EH’]'-].[.‘!N-‘I(}R- HJ,(ﬂ-)
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Hy(m) ~ (Py@mT") (laxa ® C; — C; @ laxa) P

3x16 16x4

3x3
Hy(7) ~P,Pf(m"C)) - P,Cn P/
Rechenregeln
(A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)
(AoB) =(AT®BT), (AoB)l=(A1leB™)

HJ/(TF) ~ PJP;'_(TFTC[) — PJC/ 7TTP/T(P/PIT)_1
€yl

Ist w ~ C/ = HJ/(C/) ~ PJP;’_
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UNIVERSITAT FREIBURG HJI(Tr)eIJ ~ ey VY, da [eJI]X HJI(Tr)eIJ =0 32 von 46



Computer Vision |
Zwei-Bild Geometrie
Epipolarlinienhomographie

Ergebnis

Angabe der Fundamentalmatrix iiber die Homographie infolge einer
Ebene :

Fu ~ [ex], Hu(m)

SESALBERT-LUDWIGS-
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Sei C; = < (1) > (C, liegt im Ursprung des Weltkoordinatensystems)

P/ NK/ [170]

Kamerapaar
P, ~KyRy[l,—c)] } P

ey ~P,C ~KyRycy

Pl ~ (K [1.0)" = < or ) K

i
—_—

/ _
Fyi ~ [KJRycy] KyR,[I, —cy] ( o7 ) K !
~ les], (KJR/K )
HOC
JI

s B
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Sonderfalle - Reine Translation

Reine Translation,
gleiche Kalibriermatrix

P, =KI[/[0] P,=K][/t]
(R:Iund K/:KJ)
Fj~ [eJ,]XKK_l

~ [eJ/]x

Fokus of Expansion:

vanishing
point

Der Epipol ist fix (gleiche Koordinaten auf beiden Bildern).
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Reine Translation
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Reine Translation parallel zur x-Achse

Ist die Translation parallel zur x-Achse: e ~ ( 1 00 )T

00 O
F~10 0 -1
01 0

Die Beziehung zwischen korrespondierenden Punkten xJTFx, =0
reduziert sich (y; = y;).

Die Epipolarlinien sind korrespondierende Raster.

Bei der Rektifikation von Bildpaaren werden die Bilder so
verandert, dass korrespondierende Punkte auf der gleichen
y-Koordinate liegen.
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Abbildung: Rektifiziertes Bildpaar
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Sonderfalle - Reine Rotation

Es existiert keine Epipolargeometrie.
Nur Mosaikbildung (Panoramabilder)!

@:\ LBERT-LUDWIGS-

UNIVERSITAT FREIBURG 39 von 46



Computer Vision |
Zwei-Bild Geometrie
Geometrische Darstellung der Fundamentalmatrix

Gliederung

® Zwei-Bild Geometrie

Geometrische Darstellung der Fundamentalmatrix

ALBERT-LUDWIGS-
UNIVERSITAT FREIBURG 40 von 46



Computer Vision |

Zwei-Bild Geometrie y

Geometrische Darstellung der Fundamentalmatrix ;
SN

Geometrische Darstellung der Fundamentalmatrix

Ein Raumpunkt X liegt auf dem Horopter, falls P;X ~ P X ~ x.

x ist selbstkorrespondierend:
Der Weltpunkt X wird von beiden Kameras auf den selben
Bildpunkt x abgebildet.

XTFJ[X =0

x"Flx=0 (FI, =Fp)

£

tr |
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Es gilt:
x" (Fy+FJ)x=0 (2)
N———

s
FJI

F?, ist der symmetrische Anteil der Fundamentalmatrix.
Zerlegung einer Matrix:

1 1
M=-(M+M")+ Z(M-MT)
o~ 2" 2

symmetrisch . .
Y antisymmetrisch

Zerlegung der Fundamentalmatrix in einen symmetrischen und
einen antisymmetrischen Anteil:

symmetrisch F%, ~ Fj + F};

. . F ~ FS Fa
antisymmetrisch F§, ~ Fj — FL } Ji o+ Fy

%y ist i.a. ein regularer Kegelschnitt und beschreibt das Bild des

Horopters.
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Ergebnis

Die Epipole liegen auf dem Kegelschnitt, der durch F%, beschrieben
wird.

Bewels.

Tl T T
e, Fjey~ejy(Fy+Fjley=0

e/iFyey ~ef(Fy+F[)ey =0
Die Epipole sind der rechte bzw. der linke Nullvektor von F:

T T T T T
e (Fuy+Fj)ey=ey(Fy+Fyley=eyFuey+e;Fuey=0

o7 0

. ALBERT-LUDWIGS-
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I f
Polare von f

Abbildung: F,. Die Polare des Punktes f schneidet den Kegelschnitt in
den Epipolen ey und ey

44 von 46



Computer Vision |
Zwei-Bild Geometrie
Geometrische Darstellung der Fundamentalmatrix

Der antisymmetrische Teil der Fundamentalmatrix

e F9, ist eine 3 x 3 schiefsymmetrische Matrix.

e F?, hat die Form eines Axiators:

Fu—FJ~[f,
= (Fy—F])-f=0

e f ist Nullvektor von [f].. .
= Fuf ~ (Fy + F)f ~ F5f (3)

F5,f ~ I ist die Polare des Punktes f.
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n =

S

Die Epipole liegen auf I¢ der Polaren zum Pol f bzgl. F

Bevveis.

Fs,f (i) F ,f ist eine Linie durch den Epipol ey
= e F5,f=0

shnlich fiir e/,FS,f =0 O
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