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Projektive Invarianz und das kanonische Kamerapaar

Die Fundamentalmatrix F; ist invariant gegeniiber einer
Projektiven-Transformation des dreidimensionalen Raumes.

Genauer:

Ist H eine 4 x 4-Matrix, die eine projektive Transformation des
dreidimensionalen Raumes beschreibt, so sind die
Fundamentalmatrizen der Kamerapaare (P, P,) und (P,;H, P H)
gleich.
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Projektive Invarianz und das kanonische Kamerapaar

Bewels.

Fj; kann aus Bildkorrespondenzen berechnet werden.
Seien x; und x korrespondierende Bildpunkte bzgl. des
Kamerpaares (P;,P,), d.h.

X P/X

x, ~P,X } fiir einen Raumpunkt X

wegen

X o~ (P/H)(Hfl)()

%, ~ (PJH)(H-1X) korrespondierende Bildpunkte

} sind x; und x; auch
bzgl. des Kamerasystems (P;H, P H)

O
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Das kanonische Kamerapaar
Kamerapaar (P;,P). Sei H= (P, C))

Damit Bildung eines neuen (dquivalenten) Kamerapaares:

Ci~(07 1)"

P[H :(I,O):Pll e Pl P/+
PH =(P,P}.P,C) =P, el PP
PP/
e'” %/_J
Fy
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Das kanonische Kamerapaar

Aus der Formel fiir die Fundamentalmatrix F ; ~ [eJ,]XPJP,+ folgt,

Sei P; ~ (1,0) und P, ~ (M, m) ein kanonisches Kamerapaar, so
gilt

F_j/ ~ [m]XM
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e Das Kamerapaar legt die Fundamentalmatrix eindeutig fest.
e Die Umkehrung gilt nicht.
(Beziehung nicht bijektiv - , eins zu eins")

e Hat man die Fundamentalmatrix bestimmt, so konnen die
Kameramatrizen bis auf eine projektive Transformation
bestimmt werden.

Dies ist aber auch schon die gesamte Mehrdeutigkeit.

Es gilt folgende Umkehrung:

Sei F; Fundamentalmatrix fiir die Kamerapaare {P;,P,} und
{P},P’,} gleichermaBen, dann existiert eine 4 x 4 Matrix Hp, so
dass

P ~ P;Hy
P, ~ P Hg



Beweis (1)

Seien zwei Paare von Kameramatrizen (P;,P;) und (P}, P/))
gegeben.

Man bringe beide Kamerapaare in die kanonische Form. Das
geschieht durch projektive Transformationen. Danach gilt

{P1,P,} — Fy {P},P}} — Fy
{P/H,P,H} — F {PIH P/ H'} — F
{(l70)7 (Ava)} = FJI {(l70)7 (Bv b)} = FJI

P,H ~ (A a) und P’ H ~ (B,b). Da die Fundamentalmatrizen
gleich sind, gilt:

F_// ~ [a]XAN [b]XB =a~b

F hat Rang 2, somit einen eindimensionalen linken Nullraum. Da
sowohl a als auch b in diesem Nullraum liegen, gilt: a ~ b.



Beweis (2)

Fu ~[a] A = k[a], B
[a] . (A —kB) =0
(A—kB)=av’

B~ (A—av')

(B b)~(aa)( )

P/ JH/ P,H

oy ) )

P/ H/ P/H

el



Beweis (3)

Die beiden Kamerapaare {P;, P} und {P}, P’} mit gemeinsamer
Fundamentalmatrix Fj stehen iiber eine projektive Transformation
Hp in Beziehung. O
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Kanonisches Kamerapaar aus gegebener
Fundamentalmatrix

@ Eine Kamera (P,) im Unendlichen
P, ~[1,0], P,~]le Fy, e
(P~ 11,0, Py~ les], Fu. s ]}
M m
Reprasentant einer ganzen Aquivalenzklasse. Es gilt:

P, ( o ) —0
les]. [en] Fu ~ [ex]2Fu
~ |eyel — (elen)! XF_/, ~ Fy
@ Fiir zwei endliche Kameras wihle

@ T T {PI ~ [l70]’ PJ ~ [[eJ/]xFJ/ + ey : VT ,eJ,]}
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Freiheitsgrade

Die beiden Kameramatrizen werden durch die Epipolargeometrie
(F) und durch die Raumhomographie festgelegt.
‘ Freiheitsgrade
22 | Projektionsmatrizen P, und P, 2- (3 x4 —1)
-15 | projektive Transformation H (4 x 4 — 1)
7 | Fundamentalmatrix

‘ 15 ‘ Freiheitsgrade der projektiven Transformation H

6 | Bewegung im Raum (Rotation und Translation)
+1 | Skalenfaktor (Puppenhaus oder normales Haus?)
Ahnlichkeitstransformation

8 | Metrische Rekonstruktion

3 | Lage der unendlich fernen Ebene.
+5 | Absoluter Kegelschnitt oder sein Bild <= Kalibriermatrix
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Zusammenfassung

e Fundamentalmatrizen der Kamerapaare {P;, P} und
{P;H, P H} sind gleich.

e Umgekehrt: Falls die Fundamentalmatrizen der Kamerapaare
{P,P,} und {P}, P’} gleich sind, dann gilt
JH: P} ~P/H und P/, ~ P H

e Kanonisches Kamerapaar bei gegebener Fundamentalmatrix:

{P/~(1,0), Py~ (les]Fu+es N ey}
v beliebig
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3D projektive Rekonstruktion von Kamera und Szene
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3D projektive Rekonstruktion von Kamera und Szene

Fundamentalmatrix — Kameras — Triangulation — Szene
« Korrespondenzen xj < X/, N 1

xj ~P)X, xi ~PX!

e Schitzung der Fundamentalmatrix (mind. 7 Korrespondenzen)
XDTFJ[X; =0

e Mit Hilfe der Schatzung der Fundamentalmatrix Bestimmung

weiterer Korrespondenzen (Genauigkeitserhéhung)

e Fiir jede gesicherte Bildpunktkorrespondenz:
Berechnung des Raumpunktes durch Triangulation
(Raumpunkte bis auf projektive Transformation H™1)

e viele Varianten moglich (evtl. Zusatzinformation vorhanden)
Kamerakalibrierung, Bewegung der Kamera, a piori
Szeneninformation
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Berechnung der Fundamentalmatrix

x ' Fx; = 0 oder (x] ®x/ )vec(F) =0
(< @xp)"

. vec(F) =0

(xj @ x;)"

(8x9)

Bei n Korrespondenzen

BRCGE

~——
nx9 Matrix
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Vorgehensweise

Xf=0 f=vec(F)
(XTX)f =0

Eigenwertzerlegung:

\ , v’
w

a>0p>...>2w=>0
f letzte Spalte von V
SVD X ~ USVT
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Berechnung der Fundamentalmatrix aus 6
Korrespondenzen
.. von denen vier aus koplanaren Punkten stammen.
XDNHJ[X;'7 i=1,...,4
— Berechnung von H,; (Homographie infolge einer Raumebene).
x5 x Hyx3 ~ A5
xg X H_//x? ~ )\3
da beide Punkte jeweils auf derselben Epipolarlinie liegen.
A% x A~ ey
Fy~[en] Hy
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xg — x’} = Fundamentalmatrix F
— Epipole ey,eyy

— Kanonisches Kamerapaar

{P; ~[1,0], Py~[les] Fu+ey ¥ ,enl}
v beliebig
_, Triangulation: Raumpunkte X' &

— Projektive Rekonstruktion bis auf H
{P;,P,, X'}

Metrisch: '
{P/H,P,H . H!X'}
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3D projektive und metrische Rekonstruktion

Projective
Similarity

I—
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Verbleibende Freiheitsgrade

‘ Freiheitsgrade ‘
‘ 15 ‘ Raumhomographie H (4 x 4 — 1) ‘
-6 | Lage und Orientierung
-1 | GroBe

‘ 8 ‘ Rest ‘
-3 | Lage der unendlich fernen Ebene

-5 | Bild des absoluten Kegelschnittes w (Kalibriermatrix)
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Weg zur affinen Rekonstruktion

Nach Lokalisierung von 7, in der projektiven Rekonstruktion

i I 0 yi
*

H; !
ist affine Rekonstruktion.

Il X' =0 VX auf 7wy
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Affine Rekonstruktion

Abbildung: Affine Rekonstruktionen
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Sonderfall: reine Kameratranslation

P, ~K(/,0); P,~K(/,—c)
ey y~ey ~ Kc
Fiu~[ex],
gleiche korrespondierende Epipolarlinien
Ay~ Fyxp~ eyl x

~ ey XX ~eyXxXX
N——
Al
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Sonderfall: reine Kameratranslation

Kanonisches Kamerapaar

P~ ( I0 )? Py~ ([eJl]i - eJ/e};a_HeJIHzeJl)
~ (—lesul*l,~|lexl|?eun)

PJN(/ ey ),da FJ[N[e_j/]X

XN<S>:>X/NXJNKX

Gleiche Bildpunkte miissen also auf der u.f.E. triangulieren.
Sie kann somit berechnet werden.
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Sonderfall: reine Kameratranslation
MitP/N(/ 0),PJN(/ ey ) und x; ~ Xy

[t (20 0] (o
(%)

Die unendlich ferne Ebene liegt also schon richtig.
= Es liegt eine affine Rekonstruktion vor.

X~ [PrxC] —Cx/P|PTL,  PI)p=m

Pliickermatrix des Riickstrahls

Die Ebene ist parallel zum Riickstrahl.
Beide treffen sich im Unendlichen.
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3D projektive Rekonstruktion ;
E ——r

Sonderfall: reine Kameratranslation

Bei einer reinen Kameratranslation ohne Anderung der internen
Kameraparameter und ohne Rotation gilt F ~ [e ], ~ [e/],.
Zur affinen Rekonstruktion kdnnen die beiden Kameras

Py~ [1|0] und P, ~ [/ |ey] gewdhlt werden.

AT
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Metrische Rekonstruktion

.. wird erreicht durch eine affine Transformation nach der affinen
Rekonstruktion (damit die u.f.E. erhalten bleibt), welche den
absoluten Kegelschnitt in Normalform bringt.

A 0
H~<0T 1), P~(M m), PH~(MA m)

— Endgiiltige (metrische) Rekonstruktion: H™1X/,
w* ~ MAATMT
AAT ~ M 1*MT ~ (MTwM) ™!

w muss bekannt sein. w ~ (KKT)™! « Kalibriermatrix

@:\ LBERT-LUDWIGS-
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Metrische Rekonstruktion

P iy
it
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Bedingungen zur Berechnung von w bei konstanter

Kalibriermatrix (bewegte Kamera).
PI~K(I 0); P,~KR(I —c)

Punkte im Unendlichen: X ~ ( x" 0 )T

x; ~P;X~Kx; x;~P X~ KRx

x; ~ KRK™1x,

o
HJ/

% ~ KRK™! < HJK ~ KR

*

w

—~— = -
= H} KK"HS ~ KK’
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*

w

~ = -
% KKTHY =KK'

nach Normierung mit der Determinante! det(H5) =1
Bei bekannter Homographie HY; stellt dies eine Matrix-Gleichung
fir w*(K) dar.
Reicht sie aus? Leider Nein.
(H @ H5) vec(KKT) = vec(KKT)
9x9 k k

(2)
T K=K

6x6

i T
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EW von Ry: {eie,e_ig,l}

...von H; {eie,e_ig,l}

... von Hﬁ?m {e"29,l,e"e,e_’%,e_"e,l}
Doppelter Eigenwert 1

= K liegt in einem 2-dimensionalen Eigenraum.

= Die Gleichung ist nicht ausreichend zur eindeutigen
Berechnung von k.
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In der Tat: mit a Rotationsachse von R folgt aus

H K = KR
Hj Ka = Ka

ﬁ(KaaTKT) J/ — Kaa KT
| —

Rang 1

= sowohl KKT, als auch Kaa" K7 sind Losungen von
H XHS = X mit X symmetrisch

= Jede Lmearkombination von KK und Kaa”K7 I&st auch
obige Gleichung.

Lsg Mit einem zweiten Bildpaar (oder einem dritten Bild) l4sst
sich die Mehrdeutigkeit beheben. (Selbstkalibrierung mit Hilfe
der u.f.Ebene)
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Die Kruppa Gleichungen

00, xpgoo’ *
Aus Hjw*HY] ~w

.
= [en] HFW HT [en]] ~ [en] w*len]]

Fuw F) ~ [es], w'[es] ]

Normierung mit der Determinante jetzt nicht mehr moglich, da sie
Null ist!

F enthdlt auch metrische Information! Zwei skalare Gleichungen
pro Fundamentalmatrix (— Polynom 12.-ten Grades in einer

P iy
it
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Variablen bei drei Fundamentalmatrizen)
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Die Kruppa Gleichungen
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