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Musterlésung 2

Aufgabe 2.1: Affine Transformation, Rotationsmatrizen

a)

Da die Punkte x’, y’ und z' das Ergebnis der Ausiibung der gleichen affinen Trans-
formation, beschrieben durch eine 2 x 2 Matrix A und einen 2-Vektor t, auf die
Punkte x, y und z sind, haben wir:

X =Ax+t A y=Ay+t AN Z=Az+t =
X -y =Ax-y) AN X -7 =A(x—12)

Als Matrix zusammengefasst:

(¥—y ¥ -2 ]=A[x-y x-z] =
A=y x-o]lx-y x-2 "= [ 2] 20 =)0 2]

. . . 2
Die Translation t gewinnt man etwa aus t = x’' — Ax = ( 6 )

Wir suchen eine orthogonale Transformation R, die die Matrix A in eine reelle
Diagonalform D iiberfiihrt. Die Matrix D wird genau die Eigenwerte der Matrix A
auf der Diagonale sitzen haben. Wir suchen also A € R und v € R? so, dass Av =
Av. Dies kann nur fiir die A gelten, die das charakeristische Polynom det(A — AI)
verschwinden lassen.

det(A —AI)=(9—AN)(6—-X)—4=0 (1)
= M —-1504+50=0

= Aijp=75£v56.25-50=75+£25
= A =10, Ao =5

Nun konnen auch leicht die entsprechenden Eigenvektoren mit Hilfe der Gleichung
(A — \I)v; = 0 bestimmt werden. Man erhilt

5D o a(3)

wobei die v; bereits normiert worden sind, d.h. |v;| = 1. Die Koordinatentransfor-
mation, welche die Basisvektoren (1,0) und (0, 1)T auf die Eigenvektoren v; und v,



abbildet ist gerade durch die Matrix R gegeben, die v; und v, als Spaltenvektoren
enthilt, also

1 (2 1 L oor 1 (2 -1

Die inverse Transformation R” entspricht gerade der Transformation, die das Stan-
dardkoordiantensystem in das Eigensystem der Matrix A iiberfiihrt, also ergibt sich

1 2 1 10 0 1 2 -1
— T _ _~ . R
aomow= 2 (50)(05) 5 (0 7))
Liest man RDR' von rechts nach links: Mit R? wird in das Eigensystem von A

gewechselt. Dort ist A nur eine komponentenweise Multiplikation, d.h. diagonal.
Und schliesslich wird wieder in das Standardsystem zuriicktransformiert.

Gleichung (1) ist nur reell 16sbar falls die Matrix A symmetrisch ist, d.h. eine Dar-
stellung in obiger Form ist nur méglich falls A = AT. Dies ist auch sofort daran zu
sehen, dass die geforderte Normalform RDR” symmetrisch ist, was leicht nachzu-
rechnen ist: (RDRT)T = ((R)T)TDTR? = RDRT.

Aufgabe 2.2: Rotation, Kongruenzen, Invarianten

a) Um invariant beziiglich Translationen zu sein, wihle Darstellung

T(x) = (P1 — P2, P2 — D3y - - s Pn-1 — Pns P — P1)

\ P, A b,-P,

P,

b) Betrachte die Lange zwischen p; und p;;4

di = |pi — pi1]

und den relativen Winkel o zwischen p;p;+1 und p;—1p;
S~ N~
a; b;

_ aibi
|| b

cos(al)

Achtung! Orientierung geht verloren. Um dieses zu beheben betrachte

' ot
o; = { % , falls orient; =1 mit orient; := sg(det([a;, b;]))

2m — o} , falls orient; = —1

Damit ist T'(x) = [( d ) ey ( dn )] eine vollstindige, invariante Darstellung

(071 (079
beziiglich Kongruenz.



Aufgabe 2.3: Programmieraufgabe: Rotation Folgende Funktion rotiert ein gege-
benes Bild mittels der 'Nachste Nachbar’-Regel, d.h. gebrochene Koordinaten wer-
den per round auf ganzahlige Koordinaten gerundet. Um ’Lécher’ im Ergebnisbild
zu vermeiden, wird dir Rotation riickwérts berechnet. Fiir jeden Pixel im Ergebnis-
bild wird die néchstgelegene rotierte Koordinate im Ursprungsbild festgestellt und
der Grauwert an dieser Stelle iibernommen.

function B = rotImg(A, phi)
// function p = rotImg(A, phi)

//

// Rotation eines Bildes mit ’Ndchste Nachbar’-Regel

//

// input: A Bild beliebiger Grofe

// phi Rotationswinkel

//

// output: B gedrehtes Bild (doppelt so grofl wie Orginal)
//

// Konstruiere die Rotationsmatrix
R = [cos(phi) sin(phi); -sin(phi) cos(phi)];

// Hole GroBen des Bildes
m = size(A,1);

n = size(A,2);

mhalbe = round(m/2);
nhalbe = round(n/2);

// Das Ergebnisbild sei doppelt so groS
B = ones(m*2,n*2)*255;

// Erweitere das Orginal auf Ergebnisgrofle
As = ones(m*2,n*2)*255;
As (mhalbe: (m+mhalbe-1) ,nhalbe: (n+nhalbe-1)) = A

// Das Rotationszentrum
center = [m;n];

// Schleife iiber das Ergebnisbild
for x = 1:(2%m),
for y = 1:(2xn),
// rotiere Koordinate um center
Z = round(R’> * ([x ; yl-center) + center);
// nur wenn legale Koordinate berechnet wurde
if Z(1) > 0 & Z(1) <= 2xm & Z(2) > 0 & Z(2) <= 2x*n,
B(x,y) = As(Z(1),Z2(2));
end;
end;
end;



Die Ergebnisse angewendet auf das gegebene Bild fiir Winkel von 45,60 und 90 Grad.

Offenbar enstehen durch die round Operation zahlreiche unschone Artefakte



