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Musterlésung 7

Aufgabe 7.1: Differentielle Methode

a) Mit a durchlduft g(a) alle Gruppenelemente und g(a)x bei festem x eine einpa-
rametrige Bahn in IR™. Soll I(g(a)x) Invariante sein, so muss I(g(a)x) auf dieser
Bahn konstant bleiben und darf folglich nicht von @ abhéngen, d.h. es muss gelten

#el(9(@)x) =0
b) JT(9(@)x) = Z1(h(ax)) = T ((0,%), - hn(a, X)) =
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Hierbei bedeutet (59—}111, cen aaTI;) den Gradienten von I als Funktion von hq,...,h,
und (92, ..., %=) = 2 h(q, x) die Tangente an der Bahn. Obige Bedingung bedeutet

also, dass an jedem Punkt der Bahn der Gradient einer Funktion / orthogonal auf
der Tangente an der Bahn in diesem Punkt stehen muss, wenn die Funktion I eine
Invariante darstellen soll.

Aufgabe 7.2: Schwachkommutative Abbildungen

a) Zunichst die Definition der schwachen Kommutativitit:
Eine Abbildung w : X — X des Musterraumes X auf sich heifit schwach kommu-
tativ, falls zu jedem x € X und ¢; € G ein go € G mit der folgenden Eigenschaft
existiert:
WO1X = gaX

In dieser Aufgabe ist G die Gruppe der zyklischen Translationen. Falls w; schwach
kommutativ ist, so gibt es zu jedem 7 ein 7', so dass folgende Gleichung erfiillt wird:

!
W;TX = 7T wW;X

L. (w1x); := (X)y
Hier muss man zwei Fille untescheiden. Falls n gerade, ist w; nicht schwach
kommutativ. Falls n ungerade, ist w; schwach kommutativ.
Beweis: Sei 7 eine Verschiebung um eine Stelle und n ungerade. Dann gilt:

(wlTX)i

= (TX)2i

= X2i+1

= X9jintl wegen Modulorechung



= X2i+2(n+1)/2
= X9(i+(n+1)/2) n+1 ist gerade, also kann man durch 2 teilen
= (wlx)i+(n+1)/2
= (7 tD/24) x);
Diese Aussage kann man leicht auf beliebige Verschiebungen verallgemeinern:
Falls 7 eine Verschiebung um a ist, dann ist 7’ eine Verschiebung um a*(n+1)/2.
(Man muss alles natiirlich modulo n rechnen.)
2. (woX)i := (X)i(a+i) + (X)1+i
wy ist nicht schwach kommutativ, weder fiir gerade noch fiir ungerade n:
Dies kann man leicht durch ein Gegenbeispiel zeigen!
Fiir n = 3 wihlt man z = (1,2,3). Dann wollen wir zeigen, dass es keine
Translation 7' gibt, die 7'wyx = wyTx erfiillt.
(waor(1,2,3))
= (w2(27 3, 1))
= ((x)12 + (x)111, (X)23 + (X) 142, (X)3.4 + (X)341)
= (X2 + X2, X2 + X3,X3 + X1)
=3+3,3+1,1+2)
(6,4,3)
Hingegen gilt fiir wox: (wo(1,2,3)) =
(x2 + X2, X2 + X3, X3 + X1)
=(2+2,2+3,3+1)
= (4,5,4)
Egal wie man (4,5, 4) transliert, man wird nie (6, 4, 3) erhalten.

Fiir n = 4 wihlt man z = (1,2, 3,4). Dann gilt:

(wer(1,2,3,4))

= (w9(2,3,4,1))

= ()12 + (¥)141, (X)23 + (X) 142, (X)3.4 + (X) 341, (%) 45 + (%) 411)
= (Xg + X2, X3 + X3, X4 + X4, X4 + X1)
=B+3,3+4,1+1,1+2)

= (6,7,2,3)

Hingegen gilt fiir wox: (w2(1,2, 3,4))

= ((®)12 + (%)111, (X)2.3 + (X142, (X)3.4 + (X)341, (X) 4.5 + (%) 441)
= (4,5,8,5)

Egal wie man (6, 7,2, 3) transliert, man wird nie (4, 5, 8, 5) erhalten.

3. (wsx)i = ((X)it1 — (x)i—1)* (%)
ws ist schwach kommutativ:
(LL)3TX)1'
= ((T%)i1 — (7%)i1)*(1x);
= (X)it2 — (%)i)?(X)it1
= (wsX)i1
= (Twsx);
Diese Aussage kann man leicht auf beliebige Verschiebungen verallgemeinern:
Falls 7 eine Verschiebung um a ist, dann ist 7/ auch eine Verschiebung um a.
(Man muss alles natiirlich modulo n rechnen.)

b) Gesucht ist eine schwach kommutative Abbildungn w, so dass I(w(x)) nicht mehr
invariant gegen Spigelung ist. Eine méglich Losung ist: (wx); = (x); + 2 - (X)i41-
Wir zeigen zunéchst, dass w eine schwach kommutative Abbildung ist:

(wTx);
= ((m%)i +2- (7X)i41)

= ((%)i+1 - (X)it2)



= (Wx)it1

(Twx);

Nun zeigen wir noch, dass I(w(x)) nicht invariant gegeniiber Spiegelung ist:
(wox);

= ((0x); + 2+ (0%)i41)

= ((x)-i * (%)=i-1)

# (owx);

Es gibt noch viel mehr schwach kommutative Abbildungen w, welche die obige Be-
dingung erfiillen. Damit die Invarianz gegeniiber Spiegelung nicht mehr erfiillt ist,
darf w nicht schwach kommutativ bzgl. Spiegelungen sein.



