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Kernel-Trick

= Trainingsdaten treten niemals einzeln auf,
sondern stets in Form von Skalarprodukten
zwischen Paaren von Beispielen
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Kernel-Trick

= Trainingsdaten treten niemals einzeln auf,
sondern stets in Form von Skalarprodukten
zwischen Paaren von Beispielen

s Gram-Matrix = Kern-Matrix*
G=K=(<x;-x;>)"

,J=1
= Die Gram-Matrix entsteht durch Skalarprodukte zwischen
einer Menge von Vektoren, ist also iber einer Menge von
Punkten definiert
= Die Kern-Matrix entsteht durch Auswertungen einer
Kernfunktion auf einer Menge von Objekten
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i Kernel-Trick

= Die Anzahl der Parameter einer linearen
Maschine im Merkmalsraum (bzw. einer nicht-
linearen Maschine im Ursprungsraum) ist
abhangig von der Dimension des
Eingaberaumes

f(x>=2w,~-¢i<x>+b

(20 X — F ist eine nicht-lineare Abbildung in den Merkmalsraum
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i Kernel-Trick

= Die Anzahl der Parameter einer linearen
Maschine in der dualen Darstellung ist
unabhangig von der Anzahl der Attribute
(Parameterzahl abhangig von der Anzahl der
verwendeten Samples)

fO) =207 < 0(x)- 9(x) >+
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i Kernel-Trick

= Ersetzen des Skalarproduktes < o(x;)-o(x;) >
durch eine ,Kern-Funktion™ £(x;,x;) als eine
implizite Abbildung in den Merkmalsraum,
ohne die Anzahl der Parameter zu verandern

= Die Berechnungskomplexitatsordnung wachst
nicht, da keine expliziten Abbildungen @
berechnet werden miissen
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i Kernel-Trick

= Um im Merkmalsraum F' zu lernen, ist keine
Kenntnis des Merkmalsraumes und keine
Kenntnis der zugrunde liegenden Abbildung
notwendig!

X = (X505 X,) > @(X) = (@, (X),..., 0, (X))
X > F={p(x)|xe X}
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i Kernel-Trick

= Um im Merkmalsraum F' zu lernen, ist keine
Kenntnis des Merkmalsraumes und keine
Kenntnis der zugrunde liegenden Abbildung
notwendig!

X = (Xpsres %) 5 Q%) = (@) (X 0, (X))
X > F={p(x)|xe X}

= Man kann also in einen unendlich
dimensionalen Merkmalsraum effektiv lernen!

30.01.2003 Andreas Werber 13

i Kernel-Trick

= Das Lernen/Trainieren mit einer nicht-
linearen Maschine im Eingaberaum ist
aquivalent zu einer (festen) nicht-linearen
Abbildung des Eingaberaumes in den
Merkmalsraum und der Anwendung einer
linearen Maschine auf dem Merkmalsraum

Nicht-lineare Maschine

nicht-lineare Lineare
—> —> —> —>
% I Abbildung F Maschine m
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i Kernel-Trick

= Zusammenfassung des Kernel-Tricks:

S(x)= Za)i -0,(x)

/
= 20‘[ Y <O(X;)-O(X)>  duale Darstellung
i=1

/
= erai Y k(X5 X) Kernel-Maschine
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i Anforderungen an Kerne

Definition:
Ein Kern ist eine Funktion &, so daB
fur alle X,y € X gilt:

k(x,y) =<@(x)-¢(y) >

Hierbei ist ¢ : X — I eine Abbildung in den
Merkmalsraum.
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i Anforderungen an Kerne

Notwendige Bedingungen:
= Symmetrie
k(x,2) =< @(x)- 9(z) > =< ¢(2)- 9(x) > = k(z,X)
» Erflllung der Cauchy-Schwartz-Ungleichung
k(x,2)” =< @(x)- 9(z) >*
<o - le@| =< 0®:0(x)>- < 0(2)-9(2) >
=k(x,Xx)-k(z,z)
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i Anforderungen an Kerne

Notwendige Bedingungen:
» Symmetrie
k(x,2) =< @(x)- 9(z) > =< ¢(2)- 9(x) > = k(z,X)
» Erflllung der Cauchy-Schwartz-Ungleichung
k(x,2)* =< (x)- 9(2) >*
<o - le@| =< 0®:0(x)> < 0(2)-9(2) >

=k(x,X)-k(z,z)
Nicht hinreichend!
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i Anforderungen an Kerne

positiv semi-definite Kern-Matrizen

= alle Eigenwerte sind nicht-negativ

= Sei K eine beliebige symmetrische positiv
semi-definite Matrix. Dann gilt Vx :x' - K-x >0
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i Anforderungen an Kerne

positiv semi-definite Kern-Matrizen

= alle Eigenwerte sind nicht-negativ

= Sei K eine beliebige symmetrische positiv
semi-definite Matrix. Dann gilt Vx:x'-K-x>0

Jede positiv semi-definite symmetrische Matrix kann
als eine Kern-Matrix betrachtet werden und
umgekehrt ist jede Kern-Matrix symmetrisch positiv
semi-definit.

Bei einer Kern-Funktion sind alle entsprechenden
Gram-Matrizen symmetrisch positiv semi-definit.
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i Anforderungen an Kerne

Beweis, daB eine symmetrische positiv-definite
Matrix den Anforderungen einer Kern-Matrix
genugt.

Sei K also eine symmetrische positiv semi-definite Matrix. Wegen der
geforderten Symmetrie kann K diagonalisiert werden, also gibt es eine
Matrix V, so daB gilt: K = VA V! A ist eine Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten /1[ von K und den jeweiligen Eigenvektoren v, als Spalten
von V. ;
Man definiert nun folgende Abbildung: @ : X, = (\/Z-v”.)

t=1
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i Anforderungen an Kerne

Mit dieser Abbildung gilt nun fiir das Skalarprodukt:
<0(x)-0x)>= Y 4 v, v, =(VAV'), =K, =k(x;,x,)
t=1

K, entspricht den Eintrégen der Gram-Matrix, so daB k(X;,X;)
offensichtlich eine Kernfunktion ist. 0

Umgekehrt gilt bei einer Kern-Matrix wegen der Kommutativitdt des
Skalarproduktes die Symmetrie. Die positiv semi-Definitheit der
Kernmatrix ergibt sich aus den Eigenschaften des zugrundeliegenden
Hilbertraumes, der u.a. normiert ist und deshalb keine negativen
Werte des Skalarproduktes zulaBt.
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i Anforderungen an Kerne

Mercer-Theorem:

~konstruiere eine Abbildung @ implizit durch einen Kern £,
d.h., eine Abbildung @, so daB k das Skalarprodukt in denjenigen
Raum berechnet, auf den (@ abbildet"

Sei X kompakt, also beschrankt und abgeschlossen* und
weiterhin sei k: X X X — R eine Abbildung, wobei hier

gilt: ;< SLZ(XXX))H (CO(XXX))

Einfach gesagt: die Abbildung k muB stetig und das Quadrat von &
muB integrierbar sein
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i Anforderungen an Kerne

Sofern nun V f e L,(X): IIXXxk(x,x')- F(x)- f(x") dxdx'= 0
gilt, gibt es eine Zerlegung von k(x,x') in ein Eigensystem mit
positiven Eigenwerten A und Eigenfunktionen ¢,(-), d.h.

k(,X') =Y 4 -0,(x) ¢,(x")

Das Mercer-Theorem gibt also notwendige und
hinreichende Bedingungen flir eine stetige Funktion
k(x,x") um obige Reprasentation zu garantieren.
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Konstruktionsregeln

Seien folgende Objekte gegeben:
= k, und k, Kerne iber X' X X wobei X' c R”"

s ge R eine reelle positive Zahl
= f(-) seieine reelle Funktion
= ¢ sei eine Abbildung mit einem Kern k, tber R x R"

= B eine symmetrische positiv semi-definite 7 n Matrix
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i Konstruktionsregeln

= Dann sind die folgenden Funktionen
Kerne:
L k(xz)=k(X,2)+k,(X,2)
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i Konstruktionsregeln

= Dann sind die folgenden Funktionen
Kerne:

L k(x,z)=k(X,2)+k,(x,Z)
2. ¢ k(x,z)=a- k/(x,z)

30.01.2003 Andreas Werber

29

i Konstruktionsregeln

= Dann sind die folgenden Funktionen

Kerne:

L k(xz)=k(X,2)+k,(X,2)
2. ¢ k(x,z)=a- k/(x,z)

3. ¢ k(x,z)=k(x,2) k,(X,Z)
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i Konstruktionsregeln

= Dann sind die folgenden Funktionen

Kerne:

L k(x,z)=k(X,2)+k,(x,Z)
2. ¢ k(x,z)=a- k/(x,z)

3. ¢ k(x,z) =k (x,2)-k,(x,Z)

4 k(x2)=f(X) /(2)
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i Konstruktionsregeln

= Dann sind die folgenden Funktionen

Kerne:

1L k(x,2)=k(x,2)+k,(x,2)
2. : k(x,z)=a-k(x,2)

3.+ k(x,2) =k,(%,2) k,(X,2)
4 k(x,z)=f(x)- f(2)

5. ¢ k(x%,2) = k;(9(x),0(z))
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i Konstruktionsregeln

= Dann sind die folgenden Funktionen

Kerne:
L k(x,z)=k(X,2)+k,(x,Z)
2. ¢ k(x,z)=a- k/(x,z)
3. ¢ k(x,z) =k (x,2)-k,(x,Z)
40 k(x2)=f(0)-f(2)
5.0 k(%2) =k, (9(x),0(2))
6. : k(x,z)=x"B-z
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i Konstruktionsregeln (Beweise)

1. k(x,z)=k/(X,2)+k,(X,2)

Sei e R'. Dann gilt:

oK, +K,)a= oK, + o'K,a 20
;ﬂ/——/ ;ﬂ/__J
K, symm.pos.def. K, symm.pos.def.
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Konstruktionsregeln (Beweise)

2. k(x,z)=a k,(x,z)

Sei . R’ Dann gilt:

aoa K, -a=a o'K,-a 20
%f_/
K, symm. pos. def.
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Konstruktionsregeln (Beweise)

3. k(%,2) =k (%2) k,(%,2)
Sei K =K, ®K, das Tensorprodukt von K, und K,

Das Tensorprodukt zweier positiv semi-definiter Matrizen ist wiederum
positiv semi-definit, da die Eigenwerte des Produktes alle Paare von
Produkten der Eigenwerte der beiden Komponenten sind.

Die Matrix entsprechend der Funktion &, k, ergibt sich aus der
komponentenweisen Multiplikation der Elemente der beiden Matrizen
(auch als ,,Schur-Matrix" H bekannt) ,
H ist eine Untermatrix von K, so daB fiir alle @ € R'ein a, € R’
existiert, wobei hier dann gilt: ¢'Hg = a,'Ka, >0
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i Konstruktionsregeln (Beweise)
4. k(x,z)=f(x)- f(2)

Es qilt offensichtlich flir die Bilinearformen:

aiajk(xi’xj) = Zzaiajf(xi)f(xj) =

MN

/
i=1

=S Ze )= Tars | 20

~.
Il
—_
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i Konstruktionsregeln (Beweise)

5. k(%,2) = ky(0(x), 0(2))
Da nach Voraussetzung k3 eine Kernfunktion ist,
also positiv semi-definit, ist auch seine
Einschrankung auf die Punkte @(X,)...@(X,)

positiv semi-definit.

30.01.2003 Andreas Werber 38




i Konstruktionsregeln (Beweise)

6. k(x,z)=x'Bz

Sei B=V"A-Vund A=vA-V

Esgilt: k(x,z)=x"B-z=x"V'A.-V.z=
=x'VWA VA - V-Z=x"A'A-z=
=<Ax-Az>

Bemerkung: X — AX ist eine beliebige (feste) lineare
Transformation fiir eine Matrix A D
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i Problemspezifische Kerne

= Beschrankung auf Vektorraumdaten,
insbesondere Muster- / Bilderkennung

= Anwendung auf Nichtvektorraumdaten,
beispielsweise Texterkennung, im Vortrag von
Jingtao Wang nachste Woche
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Problemspezifische Kerne
i (Bild- / Mustererkennung)

= traditionelle™ Methoden sind schlecht wegen
der hohen Dimension der Eingabedaten:

Dim = Breite*Hohe (*3)
= Anwendung der SVM beispielsweise auf

Histogrammdaten (globale, invariante

Bilddaten) = ,, Abstand" zweier Histogramme
(durch Abstandsmessung der Histogrammvektoren
mit einem geeigneten AbstandsmaB)
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Problemspezifische Kerne
i (Bild- / Mustererkennung)

= Ausnutzung der lokalen Korrelation von
Farbwerten innerhalb der Bilddaten
= Einfache und , problemunspezifische®

Kerne liefern bemerkenswerte Resultate
(insbesondere im Vergleich zu hoch-angepaBten KNNs)

= Bekanntes Vorwissen kann bei der Wahl des
Kernes und seiner Parameterbelegung
einflieBen
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Problemspezifische Kerne
i (Zeichenerkennung)

= Einfache Ansatze:
e Mdgliche (,,unspezifische™) allgemeine Kerne fiir

Zeichenerkennung:
<x-'y> !
k(X’Y) :( n2 ) Eingabedimension: (n,n)
Grad der Polynome: 1 -6
2 Varianz: 0.1-4.0
e
(X,y) =exp — 2

n-o
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Problemspezifische Kerne
i (Zeichenerkennung)

= Bemerkungen:

e Trotz des allgemeinen Ansatzes erzielen die
SVMs im Schnitt bessere Ergebnisse als
beispielsweise hoch angepasste Neuronale
Netze

30.01.2003 Andreas Werber
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Problemspezifische Kerne
i (Zeichenerkennung)

= Bemerkungen:

e Trotz des allgemeinen Ansatzes erzielen die
SVMs im Schnitt bessere Ergebnisse als
beispielsweise hoch angepasste Neuronale
Netze

¢ insbesondere RBF-Kerne erlauben durch ihre
Struktur die Berlicksichtigung von
a-priori - Wahrscheinlichkeiten (Streuung der
Daten als MaB fiir 0 )
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Problemspezifische Kerne
i (Zeichenerkennung)

= Bemerkungen:

e Trotz des allgemeinen Ansatzes erzielen die
SVMs im Schnitt bessere Ergebnisse als
beispielsweise hoch angepasste Neuronale
Netze

¢ insbesondere RBF-Kerne erlauben durch ihre
Struktur die Berticksichtigung von
a-priori - Wahrscheinlichkeiten (Streuung der
Daten als MaB flir 0 )

¢ Aus dem allgemeinen Ansatz entsteht ein
problemspezifisches Vorgehen...
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Problemspezifische Kerne
i (Bild- / Mustererkennung)

= Konkrete Vorgehensweise:

 Finde eine geeignete Abbildung ¢ vom
Bildraum in den Merkmalsraum (beispielsweise
Histogramm als rotations-, translations- und
skalierungsinvariante Abbildung)

¢ Finde ein Kriterium, um den Abstand zweier
Merkmalsvektoren (geeignet) zu messen

2

» Allgemeiner Ansatz: | k(X,z) = exp(—

d(x,z) \
J
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Problemspezifische Kerne
i (Bild- / Mustererkennung)

= Vorgehensweise:
e Mdgliche Ansatze fiir Abstandsmessung:

n _ 2
d(x,y) = ZM x° Funktion

o Xtz
n p i
dp(x,z)=[2|xi—zi| W p—Norm
i=1 J

p=1,2 erflillt das Mercer-Theorem
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i Zusammenfassung

= Komplexe problemspezifische Kerne kdnnen
aus einfachen, weitgehend problem-
unspezifischen Kernen aufgebaut werden

= Voraussetzungen: Mercer-Theorem, u.a.

= Besonderheiten in der Problemstellung,
(z.B.: lokale Korrelation bei Bildern), sollten
beim Kerndesign bericksichtigt werden

(Lokalkorrelationskerne)
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i Erlauterungen:

= Mercer-Theorem*:
** als Eigenschaften

e beschrankt** : Elc € 9{+ : VXG X |f(x)| <c mathematischer Objekte

¢ abgeschlossen**: jede Cauchy-Folge konvergiert:
Vn,m>N Je>0: |<e

m|

X, —X
« der Hilbert-Raum L,(X') hat folgende Eigenschaften:

7, = [ £ dc<eo und < f-g>=]/(x)-g(x)dx

« die Menge C’(X) ist Menge der stetigen Funktionen (deren
Quadrat integrierbar ist)
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i Notation

Dimension des Merkmalsraumes

Y (R) Ausgaberaum

X Eingaberaum

F Merkmalsraum

<x-y>  Skalarprodukt

¢: X — F Abbildung des Ursprungsraumes in Merkmalsraum
k(x,y) Kernfunktion

K Matrix (Kern-Matrix)

o Gewichtsvektor

a Lagrange-Multiplikatoren

R reelle Zahlen

! Anzahl der Trainingsbeispiele
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